



Capitolo 1 Introduzione..............................................................................................3 
1.1  Isola di Vulcano............................................................................................3 
1.2  Localizzazione dei pozzi................................................................................4 
Capitolo 2 Dati di riferimento....................................................................................7 
2.1  Studio del rapporto Calcio/Solfato...............................................................8 
2.2  Analisi preliminare.......................................................................................9 
Capitolo 3 La distribuzione normale asimmetrica ................................................21 
3.1  Cenni preliminari........................................................................................21 
3.2  Stima della distribuzione normale asimmetrica .........................................22 
3.3  Aspetti salienti della log-verosimiglianza...................................................30 
3.4  Stima del parametro di asimmetria tramite regressione locale .................43 
3.5  Stima della mediana tramite regressione locale.........................................48 
3.6  Stima della mediana tramite verosimiglianza locale..................................51 
Capitolo 4 La distribuzione t asimmetrica .............................................................57 
4.1  Stima della distribuzione t asimmetrica......................................................58 
4.2  Confronto tra distribuzione normale asimmetrica e t asimmetrica............65 
4.3  Stima del parametro dei gradi di libertà tramite regressione locale.........70 
4.4  Stima della mediana tramite regressione locale.........................................73 
4.5  Stima della mediana tramite verosimiglianza locale..................................76 
Capitolo 5 Analisi della variabile in periodi di attività anomala del vulcano.....83 
5.1  Analisi grafica.............................................................................................84 





L’analisi chimica dell’acqua è utile per determinare in modo corretto i vari utilizzi 
a cui può essere destinata. Noti i cambiamenti ambientali, espressi nella composi-
zione dell’acqua freatica in superficie e in profondità della zona nord occidentale 
dell’isola di Vulcano nell’arcipelago delle Eolie, si vuole verificare se tali cam-
biamenti influenzano l’idoneità dell’uso a cui è destinata l’acqua dei pozzi loca-
lizzati in quest’area.  
A tale scopo, sono stati utilizzati dati forniti dalla dott.ssa Antonella Buccianti, ri-
cercatore presso il Dipartimento di Scienze della Terra dell’Università degli Studi 
di Firenze, che ringrazio vivamente per il materiale procurato e la disponibilità 
dimostrata. Tali dati riferiscono ad alcuni campioni d’acqua estratti da ventisei 
pozzi localizzati nella zona considerata. In particolare viene considerato il rappor-
to tra due componenti importanti dell’acqua, catione calcio e anione solfato che 
tendono a combinarsi per formare il solfato di calcio oppure, all’inverso, quando 
materiali che contengono il solfato di calcio si alterano l’anione ed il catione ven-
gono ceduti all’acqua. Risultano essere componenti importanti dell’acqua, in par-
ticolare di quella minerale, e spesso la presenza di solfato è associata a problema-
tiche di inquinamento ambientale.  
L’obiettivo è capire se la vicinanza al vulcano influisce o meno sull’andamento 
dei valori registrati per tale variabile e se è possibile individuare qualche elemento 
che permette di discriminare i pozzi in base alla loro posizione. 2 
Le analisi vengono svolte tramite il programma R che costituisce un linguaggio 
per il calcolo statistico e la rappresentazione grafica dei dati. È stata utilizzata la 
versione 2.3.1 ed, in partcolare, il pacchetto sn 0.4-1.  
  3
Capitolo 1                  
INTRODUZIONE 
1.1  Isola di Vulcano 
L'arcipelago delle isole Eolie, disposto secondo una stella a tre punte, è localizzato 
nel Mediterraneo tra la punta estrema della Calabria e la Sicilia, circa 40 km al 
largo delle coste siciliane ed è formato da sette distinte isole vulcaniche: Alicudi, 
Filicudi, Panarea, Lipari, Salina, Stromboli e Vulcano. Quest’ultima, terza per di-
mensioni (22 km
2), è la più meridionale, e dista non più di 20 km dalla costa set-
tentrionale della Sicilia. Come tutte le altre isole Eolie, consiste interamente di 
rocce  vulcaniche  ed,  insieme  con  Stromboli,  è  l’unica  che  presenti  ancora 
un’attività vulcanica.  
 
L'isola di Vulcano ha un'età di circa 125.000 anni e, dal punto di vista geologico-
vulcanologico, è una delle isole più recenti dell'arcipelago; il suo vulcanismo ha 
avuto inizio circa 100.000 anni fa, dando origine agli strato-vulcani della parte 
meridionale dell’isola. Il primo ciclo di attività si concluse con il collasso della 
parte più alta dell’edificio e con la conseguente formazione della Caldera del Pia-
no, parzialmente colmata dai prodotti di un’intensa attività che si sviluppava al 
suo  interno.  Successivamente  si  formò  la  Caldera  della  Fossa  all’interno  della 
quale sorge oggi l’omonimo vulcano ed è l’area con fumarole ed attualmente in 
uno stato quiescente.  Capitolo 1 
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La penisola di Vulcanello apparve inizialmente come nuova isola nel 183 a.C.. 
Eruzioni recenti si verificarono nel VI e XVI secolo e fu unita a Vulcano per ac-
cumulo di sabbia nel 1550. 
L’eruzione a La Fossa nel 1888-1890 diede il nome al tipo di attività denominata 
“vulcaniana” e fu caratterizzata dalla rimozione, dovuta ad esplosione, del tappo 
craterico e della conseguente emissione di scorie, accompagnata dalla formazione 
di una scura nube piena di cenere ma senza colate di lava.  
Da allora è stata osservata soltanto attività fumarolica dal cono principale. Occa-
sionalmente, nelle fasi di più intensa energia, si verificano fuoriuscite di gas a 
temperature che raggiungono circa 600-700°C. 
Nella zona del Porto di Levane sono presenti emanazioni di gas sulfurei bollenti e 
fumarole sottomarine.  
1.2  Localizzazione dei pozzi 
L’isola di Vulcano è un’area vulcanica quiescente dove il coinvolgimento di tipo 
chimico delle rocce vulcaniche col tempo e l’ingresso dei componenti gassosi de-
rivanti dall’attività fumarolica hanno prodotto cambiamenti ambientali riscontra-
bili nella composizione dell’acqua freatica in superficie e in profondità. Per com-
prendere i naturali processi in attività nell’isola è utile analizzare i cambiamenti 
nella composizione chimica dell’acqua degli strati acquiferi della zona nord occi-
dentale  attorno  al  cratere.  Più  precisamente,  verranno  presi  in  considerazione 
campioni di acqua raccolti da ventisei pozzi localizzati tra il Porto di Ponente e il 
Porto di Levante. I dati sono stati forniti dalla dott.ssa Antonella Buccianti del Di-
partimento di Scienze della Terra dell’Università degli Studi di Firenze). Nella 
Figura 1.1 vengono riportate una mappa dell’isola con la localizzazione dei pozzi 
e un’ulteriore cartina che indica la loro posizione precisa. In quest’ultima è possi-
bile notare una maggiore concentrazione di punti verso la costa del Porto di Le-
vante, mentre vi sono pozzi posizionati in maniera più diradata nella parte sud-
ovest. Localizzazione dei pozzi 
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Figura 1.1 Isola di Vulcano (a sinistra) con la localizzazione dei pozzi indicata nel riquadro trat-
teggiato e (a destra) rappresentazione della posizione precisa, in tale zona, dei pozzi considerati. 
Per poter localizzare i ventisei pozzi considerati, si sovrappone un piano cartesia-
no alla mappa dei pozzi già esistente. Come punto di riferimento, si fissa conven-
zionalmente l’origine nella punta estrema della costa del Porto di Levante e ogni 
centimetro, che nella realtà corrisponde a 180 metri, equivale a un’unità. In questo 
modo è possibile individuare la posizione di ogni pozzo rilevandone le coordinate 
nel  piano  cartesiano  creato.  Ogni  pozzo  risulta  così  identificato  dalla  coppia 
1 2 ( , ) x x  dove  1 x =asse delle ascisse e  2 x =l’asse delle ordinate. Di seguito vengono 
riportati il grafico con i pozzi numerati e le relative coordinate . 
Nelle analisi che seguono la localizzazione dei pozzi sarà fondamentale e, nono-
stante non venga sovrapposto ai grafici proposti, si farà sempre riferimento a que-
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Figura 1.2 Posizione dei pozzi e coordinate che li identificano. 
Porto di 
Levante  (0,0) 
1  (-2.8,-1.5) 
2  (-2.9,-1.3) 
3  (-4.0,0.2) 
4  (-5.1,2.1) 
5  (-4.6,1.8) 
6  (-4.7,0.0) 
7  (-6.2,0.6) 
8  (-2.7,-0.6) 
9  (-3.2,1.2) 
10  (-1.9,0.0) 
11  (-3.4,1.6) 
12  (-3.1,2.3) 
13  (-1.6,-2.5) 
14  (-2.2,-1.2) 
15  (-2.2,-1.5) 
16  (-3.3,-1.9) 
17  (-5.1,-2.2) 
18  (-5.2,-3.3) 
19  (-4.7,-4.9) 
20  (-2.2,-2.2) 
21  (-6.4,-1.2) 
22  (-1.9,-1.8) 
23  (-1.2,-0.8) 
24  (-3.3,-2.9) 
25  (-2.3,1.2) 
26  (-2.4,0.2) 
1cm=180m  
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Capitolo 2                                         
DATI DI RIFERIMENTO 
L’analisi chimica dell’acqua è utile per determinare in modo corretto i vari utilizzi 
a  cui  può  essere  destinata.  Con  l’accrescere  della  conoscenza  della  chimica 
dell’acqua, è diventato possibile interpretare i processi evolutivi che ne determi-
nano la composizione e la qualità. Noti i cambiamenti ambientali, espressi nella 
composizione dell’acqua freatica dei pozzi posti nella zona nord occidentale del 
cratere attivo dell’isola  di Vulcano, si vuole verificare se tali cambiamenti in-
fluenzano  l’idoneità  dell’uso  a  cui  è  destinata  l’acqua  dei  pozzi  localizzati  in 
quest’area.  
A tale scopo, sono stati utilizzati dati forniti dalla dott.ssa Antonella Buccianti del 
Dipartimento di Scienze della Terra dell’Università degli Studi di Firenze, che ri-
feriscono ad alcuni campioni d’acqua estratti dai ventisei pozzi considerati (Figura 
1.1).  
Nelle pagine che seguono, vengono prese in considerazioni due variabili scelte in 
base a criteri geochimici e ciò vuole dire che chimicamente si pensa si comportino 
in modo analogo, partecipando a simili processi di soluzione/precipitazione. Si 
considera il rapporto tra due componenti importanti dell’acqua, catione calcio e 
anione solfato che tendono a combinarsi per formare il solfato di calcio oppure, 
all’inverso,  quando  materiali  che  contengono  il  solfato  di  calcio  si  alterano 
l’anione ed il catione vengono ceduti all’acqua. Risultano essere componenti im-
portanti dell’acqua, in particolare di quella minerale, e spesso la presenza di solfa-Capitolo 2 
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to è associata a problematiche di inquinamento ambientale. 
Il numero di campioni registrati per ogni pozzo è differente, ma l’aspetto di cui si 
deve tenere maggiormente conto è che tale numerosità campionaria è bassa: per 
ogni pozzo è a disposizione un numero di osservazioni compreso tra ventisette e 
trentanove (in totale 977). Per ogni prelievo effettuato è nota anche la data di 
campionamento (espressa in mese e anno), compresa nell’arco temporale tra giu-
gno 1977 e novembre 1994. 
2.1  Studio del rapporto Calcio/Solfato 
In questo capitolo si analizza la variabile che considera due componenti importan-
ti dell’acqua, in particolare di quella minerale, ed è utile per analizzare problema-
tiche di inquinamento ambientale. 
Tale variabile è espressa tramite il rapporto tra catione Calcio (
+ 2 Ca ) e anione 
Solfato  (
- 2
4 SO ).  Le  analisi  verranno  costruite  applicando  la  metodologia  per 
l’analisi  di  dati  composizionali
1  basata  sul  log-rapporto  proposta  da  Aitchison 
(1982);  particolare  importanza  di  questo  approccio  è  l’estensione  dello  spazio 
campionario ristretto a quello reale ampliando, così, la gamma di metodi disponi-
bili per l’analisi della distribuzione dei fenomeni.  
La variabile è di tipo quantitativo continuo e, tramite la trasformazione del log-
rapporto, assume valori sia positivi che negativi nell’intervallo [-4.4; 2.6].  
Non si hanno a disposizione elementi informativi che consentano di formulare un 
modello statistico di riferimento per rappresentare in maniera semplificata il fe-
nomeno  d’interesse  quindi  si  deve  innanzitutto  procedere  con  un’esplorazione 
preliminare  dei  dati  che  suggerisca  quale  sia  il  modello  migliore  da  adottare.
                                                 
1 I dati composizionali sono caratterizzati dal fatto che ogni valore rappresenta una proporzione di 
un totale prefissato (ad esempio dati espressi in percentuale). Analisi preliminare 
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2.2  Analisi preliminare 
Come spiegato, si procede tramite un’esplorazione preliminare, utilizzando un ap-
proccio non parametrico; in questo modo non si fa riferimento a nessuna formula-
zione parametrica e non si impone nessuna struttura particolare ai dati, ma si os-
serva come questi si presentano. 
Per  analizzare  una  variabile  quantitativa  continua  (nel  caso  in  esame  il  log-
rapporto tra catione calcio e anione solfato), per ogni pozzo si esegue in prima i-
stanza una sintesi grafica attraverso istogrammi e diagrammi con scatole e baffi. 
Ad ogni istogramma viene sovrapposta la curva della stima della funzione di den-
sità ignota ottenuta utilizzando uno dei metodi di stima non parametrica più diffu-
so, il metodo del nucleo.  
Di seguito vengono riportati tali rappresentazioni per ogni pozzo dove la variabile 
















Figura 2.1 Pozzo 1 Istogramma con curva di densità non parametrica stimata (a sinistra), e dia-
gramma con scatola e baffi (a destra). 
 
 
 Capitolo 2 
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Figura 2.1 Pozzi 2-4 Istogramma con curva di densità non parametrica stimata (a sinistra), e dia-
gramma con scatola e baffi (a destra).Analisi preliminare 
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Figura 2.1 Pozzi 5-7 Istogramma con curva di densità non parametrica stimata (a sinistra), e dia-
gramma con scatola e baffi (a destra).Capitolo 2 
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Figura 2.1 Pozzi 8-10 Istogramma con curva di densità non parametrica stimata (a sinistra), e dia-
gramma con scatola e baffi (a destra).Analisi preliminare 
  13
Figura 2.1 Pozzi 11-13 Istogramma con curva di densità non parametrica stimata (a sinistra), e 
diagramma con scatola e baffi (a destra).Capitolo 2 
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Figura 2.1 Pozzi 14-16 Istogramma con curva di densità non parametrica stimata (a sinistra), e 
diagramma con scatola e baffi (a destra).Analisi preliminare 
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Figura 2.1 Pozzi 17-19 Istogramma con curva di densità non parametrica stimata (a sinistra), e 
diagramma con scatola e baffi (a destra).Capitolo 2 
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Figura 2.1 Pozzi 20-22 Istogramma con curva di densità non parametrica stimata (a sinistra), e 
diagramma con scatola e baffi (a destra).Analisi preliminare 
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Figura 2.1 Pozzi 23-25 Istogramma con curva di densità non parametrica stimata (a sinistra), e 
diagramma con scatola e baffi (a destra).Capitolo 2 
18 
Figura 2.1 Pozzo 26 Istogramma con curva di densità non parametrica stimata (a sinistra), e dia-
gramma con scatola e baffi (a destra). 
Analizzando le rappresentazioni grafiche riportate, è possibile individuare alcune 
caratteristiche di tale variabile all’interno di ogni pozzo.  
Per prima cosa, gli istogrammi sono stati creati imponendo la stessa ampiezza per 
l’asse delle ascisse; in questo modo risulta più semplice effettuare confronti tra i 
pozzi in base al campo di variabilità delle osservazioni. In particolare, è possibile 
individuare tre diversi comportamenti:  
·  le osservazioni sono contenute in un intervallo molto ristretto (ad esempio i 
pozzi 3 e 13);  
·  la maggior parte delle osservazioni è concentrata ma alcuni dati si discostano 
dagli altri in modo evidente (pozzi 2 e 10);  
·  il campo di variabilità è ampio e le osservazioni si distribuiscono in esso in 
tutta la sua larghezza (pozzi 7 e 9). 
Si ha conferma di tali caratteristiche anche dai diagrammi con scatole e baffi (o 
boxplot)  osservando  l’ampiezza  della  scatola  (determinata  dalla  distanza  tra  la 
prima e la terza linea) e la presenza di osservazioni estreme rappresentate da punti 
al di fuori dei baffi. 
Come si è già accennato, la variabile assume valori sia positivi che negativi, ma 
dai grafici è possibile notare che il numero di osservazioni che superano lo zero 
sono poche, solo 18 su 977. 
Gli strumenti utilizzati portano a risultati che permettono di identificare anche al-Analisi preliminare 
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cune caratteristiche della distribuzione da cui provengono le osservazioni. Infatti, 
gli istogrammi evidenziano un andamento a forma di campana che ricorda quello 
della distribuzione normale. Tuttavia emerge in maniera più o meno accentuata la 
presenza  di  asimmetria,  positiva  o  negativa,  che  viene  confermata  anche  dalla 
curva di densità non parametrica stimata sovrapposta all’istogramma. Tale anda-
mento è riscontrabile anche dai diagrammi con scatole e baffi. Da questi è possibi-
le valutare l’asimmetria, verificando la posizione non centrale della linea interna 
alla scatola in corrispondenza alla mediana, e la pesantezza delle code, indicata 
dall’estensione dei baffi. 
Dalle considerazioni fatte è opportuno quindi condurre le analisi successive utiliz-
zando una distribuzione con caratteristiche e andamento simili a quello della nor-
male e che tenga conto dell’asimmetria. 
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Capitolo 3                                             
LA DISTRIBUZIONE NORMALE 
ASIMMETRICA 
Come accennato nel paragrafo precedente, i dati presentano andamento simile a 
quello della distribuzione normale, ma si discostano da questa per la presenza di 
asimmetria nelle osservazioni. La distribuzione normale asimmetrica è una distri-
buzione che soddisfa tali requisiti in quanto rappresenta un’estensione della densi-
tà normale con l’aggiunta di un parametro (parametro di forma) che ne regola ap-
punto la forma.  
3.1  Cenni preliminari 
Una variabile casuale Z ha distribuzione normale asimmetrica se è continua con 
funzione di densità di probabilità 









= -  
 
  è  la  funzione  di  densità  della  Normale  usuale, 
- ( ) ( )
az
z t dt a f
¥ F =∫  è la sua funzione di distribuzione e a  è il parametro che rego-Capitolo 3 
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la l’asimmetria e può assumere valori nell’intervallo ( , ) -¥ ¥ .  
Quando il parametro di forma a  risulta pari a zero l’asimmetria svanisce e si riot-
tene la densità N(0,1); per a ®¥, invece,  ( ) f z  converge alla seminormale. 
Per introdurre i parametri di posizione e di dispersione, che finora non sono stati 
esaminati, si considera la trasformazione lineare 
Z Y w x + =  
che ha distribuzione normale asimmetrica con parametri ( , , ) x w a  e viene indicata 
con  
2 ~ SN( , , ) Y x w a  
dove x  e w  sono rispettivamente, i parametri di posizione e di scala; w  si assu-
me che sia positivo (Azzalini, A. e Capitanio, A., 1999). 
Si noti che quando il parametro di asimmetria risulta  0 a =  si ottiene nuovamente 
la distribuzione 
2 N( , ) x w . 
3.2  Stima della distribuzione normale 
asimmetrica 
Le analisi che seguono sono state svolte utilizzando il programma per la manipo-
lazione dei dati R, in cui tutte le funzioni sono memorizzate in pacchetti. Quelle 
che fanno riferimento alla normale asimmetrica sono contenute nel pacchetto sn. 
In esso, sono previste due funzioni che, tramite la stima di massima verosimi-
glianza, permettono di ottenere una stima dei parametri  ( , , ) x w a  della distribu-
zione. La prima, denominata sn.mle, è utilizzabile nei casi in cui la variabile os-
servata si presenta sotto forma di vettore; l’altra, denominata msn.mle, estende 
l’analisi al caso multidimensionale (la variabile osservata può essere vettore o ma-
trice). L’oggetto di studio è un vettore che descrive il logaritmo naturale del rap-
porto tra catione calcio e anione solfato (indicato nei grafici tramite la variabile y) 
quindi, per stimare i parametri della distribuzione di ogni pozzo, possono essere Stima della distribuzione normale asimmetrica 
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utilizzate entrambe le funzioni, che nonostante eseguano operazioni diverse, ci si 
aspetta diano le medesime stime. Seguendo tale procedura, però, sono state regi-
strate alcune differenze tra i due risultati. Per verificare tale situazione, per ogni 
pozzo vengono riportate le curve stimate tramite le due funzioni (la linea tratteg-
giata indica la stima ottenuta con la funzione sn.mle, la linea continua indica la 
stima ottenuta con la funzione msn.mle) e i valori dei parametri della distribuzio-
ne. 
Graficamente è possibile notare se le due funzioni hanno portato a risultati diversi 
verificando se le rispettive curve coincidono o si differenziano l’una dall’altra. 
Figura 3.1 Pozzi 1-4 Istogramma con le curve della densità normale asimmetrica stimate tramite 
sn.mle (linea tratteggiata) e tramite msn.mle (linea continua). Capitolo 3 
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Figura 3.1 Pozzi 5-10 Istogramma con le curve della densità normale asimmetrica stimate tramite 
sn.mle (linea tratteggiata) e tramite msn.mle (linea continua). Stima della distribuzione normale asimmetrica 
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Figura 3.1 Pozzi 11-16 Istogramma con le curve della densità normale asimmetrica stimate trami-
te sn.mle (linea tratteggiata) e tramite msn.mle (linea continua).Capitolo 3 
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Figura 3.1 Pozzi 17-22 Istogramma con le curve della densità normale asimmetrica stimate trami-
te sn.mle (linea tratteggiata) e tramite msn.mle (linea continua).Stima della distribuzione normale asimmetrica 
27 
Figura 3.1 Pozzi 23-26 Istogramma con le curve della densità normale asimmetrica stimate trami-
te sn.mle (linea tratteggiata) e tramite msn.mle (linea continua).  
Il primo aspetto che risulta evidente dai grafici è l’accordo tra istogramma e curva 
di densità parametrica stimata: risulta nettamente migliore rispetto a quello ottenu-
to utilizzando la densità non parametrica nel paragrafo 2.2. 
Si nota però che per alcuni pozzo le curve stimate secondo i due metodi non coin-
cidono ma presentano alcune diversità. Per verificare tale aspetto di seguito ven-
gono riportati i valori dei parametri stimati supponendo che ogni pozzo Y abbia 
distribuzione normale asimmetrica con parametri  ( , , ) x w a , dovex ,w  e a  indi-
cano rispettivamente i parametri di posizione, di scala e di forma. 
  
 
(a) Stime dei parametri ottenute con la funzione sn.mle e  
valore della log-verosimiglianza nel massimo. 
 (b) Stime dei parametri ottenute con la funzione msn.mle e 
valore della log-verosimiglianza nel massimo.
Tabella 3.1 Riassunto dei valori ottenuti tramite i due metodi di stima considerati. 
 
Pozzo  x   w   a   logL 
1  -0.763  0.396   1.358   -8.672 
2  -0.439  0.611  -1.809  -22.226 
3  -0.357  0.352  -2.076    0.140 
4  -1.509  0.773   7.079  -21.278 
5  -1.584  0.765   2.111  -28.900 
6  -1.219  0.365   3.201    2.541 
7  -1.337  0.599   4.067  -14.644 
8  -0.169  0.855  -3.851  -20.229 
9  -1.878  0.415   0.490  -18.558 
10  -1.118  0.399   6.945    3.943 
11  -2.033  0.413   1.182  -11.427 
12  -1.474  0.549  -1.185  -22.808 
13  -0.983  0.139   0.138   21.750 
14  -1.113  0.556   1.53x10
3   -5.804 
15  -0.803  0.241  -2.025   14.551 
16  -1.448  0.355   2.011   -0.389 
17  -1.989  0.432  -2.681   -5.244 
18  -1.709  0.316   0.923   -3.570 
19  -0.703  1.096  -1.53x10
3  -31.972 
20  -0.884  0.557  -3.475  -12.497 
21  -1.798  0.354   3.562    4.274 
22  -0.896  0.176  -2.526   27.615 
23  -1.054  0.840   9.837  -22.727 
24  -2.039  0.820  -2.981  -27.868 
25  -1.509  0.511   1.481  -15.881 
26  -0.981  0.233   0.083    1.383 
Pozzo  x   w   a   logL 
1  -0.763  0.396   1.358   -8.672 
2   0.388  1.312  -1.58x10
7  -38.898 
3  -0.357  0.352  -2.076    0.140 
4  -1.566  0.816   8.35x10
6  -19.861 
5  -2.266  1.334   1.45x10
7  -38.549 
6  -1.219  0.365   3.201    2.541 
7  -1.337  0.599   4.067  -14.644 
8  -0.169  0.855  -3.851  -20.229 
9  -1.879  0.415   0.490  -18.558 
10  -1.161  0.431   3.06x10
7    4.508 
11  -2.033  0.413   1.182  -11.427 
12  -1.474  0.549  -1.185  -22.808 
13  -0.983  0.139   0.138   21.750 
14  -1.112  0.562   9.35x10
5   -5.739 
15  -0.803  0.241  -2.025   14.551 
16  -1.448  0.355   2.011   -0.389 
17  -1.989  0.432  -2.681   -5.244 
18  -1.709  0.316   0.923   -3.570 
19  -0.706  1.095  -2.48x10
6  -31.877 
20  -0.628  0.754  -1.74x10
7  -17.309 
21  -1.798  0.354   3.562    4.274 
22  -0.896  0.176  -2.526   27.615 
23  -1.131  0.894   6.97x10
5  -22.712 
24  -1.589  1.190  -1.00x10
8  -33.296 
25  -1.509  0.511   1.481  -15.881 
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lori che tendono a infinito (e convergono quindi alla distribuzione seminormale).  
Quest’ultimi rappresentano casi in cui la stima è qualitativamente poco soddisfa-
cente. Per ovviare a questo problema, dato che la funzione sn.mle presenta un nu-
mero  superiore  di  stime  dell’indice  di  forma  con  valore  finito,  la  log-
verosimiglianza assume valore superiore nei punti di massimo stimati da questa 
funzione (ad eccezione dei pozzi 4, 10, 14, 19, 23) e graficamente le curve delle 
distribuzioni risultano seguire meglio i dati, al fine di ottenere risultati più affida-
bili, nel seguito si farà riferimento a tale metodo di stima (questo aspetto verrà a-
nalizzato in maniera più approfondita nel paragrafo 3.3). 
Nonostante la funzione sn.mle sia stata considerata più adeguata, la sua applica-
zione nei pozzi 14 e 19 ha portato a stime del parametro di forma con valori che 
tendono a  ¥. Per poter ottenere valori finiti viene utilizzato un metodo di stima, 
contenuto nella funzione sn.mmle e applicabile quando la variabile oggetto di stu-
dio è scalare, secondo il quale la procedura di massimizzazione viene riavviata e 
fermata quando raggiunge un valore della log-verosimiglianza che non è in ma-
niera significativa inferiore al massimo. In questo modo i parametri e i grafici del-
le curve di densità così stimati risultano: 
Pozzo  x   w   a  
14  -1.1130  0.556   8.762 
19  -0.703  1.096  -7.606 
Tabella 3.2 Stime dei parametri ottenute con la funzione sn.mmle. 
Figura 3.2 Istogramma con le curve della densità normale asimmetrica stimate tramite sn.mmle 
per i pozzi 14, 19.Capitolo 3 
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Nel complesso, dalle analisi svolte si ha conferma della presenza di asimmetria sia 
negativa che positiva. Il primo caso si riscontra in dieci pozzi la cui stima di a  
assume valore inferiore a zero, di conseguenza la coda sinistra assume peso mag-
giore e l’asimmetria è negativa (la più accentuata nel pozzo 8). Nei rimanenti se-
dici pozzi ve ne sono quattro che presentano forma a campana simmetrica: il loro 
parametro di asimmetria è positivo ma vicino a zero (pozzi 9, 13, 18, 26). 
In base alle considerazione fatte nel paragrafo 2.2, dalle quali è emerso che i dati 
richiedono una distribuzione con andamento simile a quello della normale ma con 
asimmetria, e dalle analisi appena svolte, in cui è possibile riscontrare dalle rap-
presentazioni grafiche un accordo soddisfacente tra andamento dei dati e distribu-
zione stimata, si può confermare che la distribuzione normale asimmetrica è la di-
stribuzione parametrica adeguata per spiegare il logaritmo naturale del rapporto 
tra calcio e solfato. 
3.3  Aspetti salienti della log-verosimiglianza  
Nel paragrafo precedente, a seconda della funzione scelta per la stima dei parame-
tri della distribuzione, per alcuni pozzi si sono verificate incongruenze tra i risul-
tati. In un primo momento è stato scelto di considerare la funzione sn.mle più affi-
dabile in quanto presenta un numero superiore di stime dell’indice di forma con 
valore finito e graficamente le rappresentazioni delle relative distribuzioni risulta-
no seguire meglio i dati. In questo paragrafo invece, si vuole verificare se tale fun-
zione permette di ottenere risultati più attendibili ed è adeguata per le analisi suc-
cessive. 
Innanzitutto, si deve tenere conto che le funzioni utilizzate si basano sul metodo 
della stima di massima verosimiglianza: il risultato ottenuto rappresenta un punto 
di massimo della log-verosimiglianza. Nei casi in cui tale funzione non presenti 
forma quadratica regolare ma vi siano più punti di massimo locale, per verificare 
se quello indicato dalla funzione è effettivamente il massimo assoluto si deve ac-
certare che il valore della log-verosimiglianza assuma valore maggiore rispetto a-Aspetti salienti della log-verosimiglianza 
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gli altri massimi locali.  
Da queste considerazioni è possibile ipotizzare che le differenze riscontrate nelle 
stime dei parametri siano dovute alla presenza di vari massimi locali nella funzio-
ne di log-verosimiglianza profilo di a . Le analisi che seguono hanno l’obiettivo, 
quindi, di verificarne l’esistenza e confermare che il punto indicato dalla funzione 
sn.mle sia il massimo assoluto e assuma valore della log-verosimiglianza più alto. 
Vengono presi in esame i pozzi 2, 4, 5, 10, 14, 19, 20, 23, 24. Per ognuno di essi 
si considerano le stime ottenute con entrambe le funzioni analizzando la log-vero-
simiglianza profilo di a  e del parametro bidimensionale( , ) w a
2.  
In particolare vengono riportati quattro grafici
3: 
(a)  -  (b)  analizzano  rispettivamente  la  log-verosimiglianza  profilo  di  a   e  di 
( , ) w a  verificando i risultati ottenuti dalla funzione sn.mle;  
(c) - (d) analizzano la log-verosimiglianza profilo di a  prima in un intervallo am-
pio che comprende entrambi i valori indicati dalle due funzioni e poi in un 
intervallo che include solo il massimo indicato dalla funzione msn.mle. 
 
·  Pozzo 2 
La log-verosimiglianza profilo relativa in Figura 3.3 (a) presenta una forma molto 
vicina a quella parabolica e, come accennato, assume valore zero nel suo punto di 
massimo (indicato con il simbolo “*”) e il cui corrispondente valore di a  coinci-
de con quello stimato tramite la funzione sn.mle. Anche nelle curve di livello in 
Figura 3.3 (b) la regione di confidenza, con quantile di livello 0.25 della distribu-
zione
2
2 c , contiene il punto di coordinate i valori stimati  ˆ ˆ ( 0.611, 1.809) w a = = - . 
Il grafico (c) mostra il comportamento della log-verosimiglianza profilo relativa in 
un intervallo dell’asse delle ascisse che include entrambi i massimi indicati dalle 
due funzioni (
. . 18000000 0 a - £ £ ); in questo è possibile verificare che per  
                                                 
2 Più precisamente, si considera la log-verosimiglianza profilo relativa che assume solo valori non 
positivi; se ha forma simile a quella quadratica nel punto di massimo, che coincide con la stima di 
massima verosimiglianza, la funzione assume valore zero. 
3 Le rappresentazioni grafiche che seguono sono state create tramite la funzione sn.2logL.profile, 
anch’essa contenuta nel pacchetto sn di R. Capitolo 3 
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Figura 3.3 Pozzo 2: due volte la verosimiglianza profilo relativa di a  e curve di livello della stes-
sa  funzione  per( , ) w a verificando  le  stime  ottenute  tramite  sn.mle  (a-b)  e  due  volte  la  log-
verosimiglianza profilo relativa di a  in intervalli più ampi (c-d). 
2.2 1.4 a - £ £ -   17000000 14000000 a - £ £ -  
w   a   logL  a   logL 
0.611  -1.809  -22.226  -1.58x10
7  -39.219 
Tabella 3.3 Pozzo 2: valore dei parametri e della log-verosimiglianza se-
condo i due intervalli considerati nei grafici (a) - (d). 
a ® -¥ la funzione non è stazionaria ma presenta oscillazioni: ciò dimostra la 
presenza di più massimi locali. Infatti nel grafico (d), creato imponendo un inter-
vallo che includesse il valore indicato dalla stima con msn.mle, è possibile notare 
che in un punto la funzione assume valore zero. 
Ciò che ha maggiore rilevanza è che in corrispondenza di questo punto di massi-Aspetti salienti della log-verosimiglianza 
33 
mo locale la log-verosimiglianza assume valore pari a –39.219 ed, essendo infe-
riore a quello in corrispondenza di  1.809 a = -  in cui logL=-22.226, si ha confer-
ma che la stima ottenuta con sn.mle è il punto di massimo assoluto.  
 
·  Pozzo 4 
Lo stesso procedimento è stato seguito anche per l’analisi del pozzo 4, ma facendo 
particolare attenzione in quanto la log-verosimiglianza nel punto di massimo otte-
nuto con msn.mle è risultata superiore.  
Figura 3.4 Pozzo 4: due volte la verosimiglianza profilo relativa di a  e curve di livello della stes-
sa funzione per( , ) w a verificando le stime ottenute tramite sn.mle (a-b) e due volte la log-
verosimiglianza profilo relativa di a  in intervalli più ampi (c-d). Capitolo 3 
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6 9 a £ £   6000000 9000000 a £ £  
w   a   logL  a   logL 
0.773 7.079  -21.278  7.35x10
6  -22.786 
Tabella 3.4 Pozzo 4: valore dei parametri e della log-verosimiglianza 
secondo i due intervalli considerati nei grafici (a) - (d). 
Anche in questo caso i grafici della prima riga sono congruenti con le stime otte-
nute con la funzione sn.mle: la log-verosimiglianza profilo relativa nel punto sti-
mato (indicato con il simbolo “*”) ha valore pari a zero e nelle curve di livello il 
punto ( ˆ ˆ 0.773, 7.798 w a = = ) si trova nella regione di confidenza di livello 0.25.  
A differenza del pozzo 2, analizzando la Figura 3.4 (c), in cui si considera  a  
nell’intervallo 
. . 5 9 000 000 a £ £ , non sono evidenti oscillazioni ma, esaminando 
il  grafico  (d),  in  cui  la  log-verosimiglianza  profilo  relativa  è  considerata 
nell’intervallo  che  comprende  solo  la  stima  ottenuta  tramite  msn.mle, 
. . . . 6000000 9000000 a £ £ , vi è la presenza di più punti di massimo locale. 
In contrasto ai valori riportati in Tabella 3.1, tramite queste analisi viene confer-
mato che, nonostante la differenza sia minima, la log-verosimiglianza assume va-
lore superiore nel punto di massimo indicato dalla funzione sn.mle (logL=-21.28) 




·  Pozzo 5 
Nei  grafici  (a)  e  (b)  in  Figura  3.5,  che  analizzano  il  pozzo  5,  la  log-
verosimiglianza profilo relativa assume valore pari a zero nel punto indicato dalla 
funzione sn.mle ( ˆ 2.111 a = ) e nelle curve di livello il punto individuato dalle co-
ordinate ( ˆ ˆ 0.765, 2.111 w a = = ) si trova nella regione con livello di confidenza 
0.25, a conferma dei risultati ottenuti applicando questo metodo di stima.  
Nel grafico (c) si considerano valori di a  nell’intervallo 
. . 1 15000 000 a £ £  ed è 
possibile notare la presenza di oscillazioni confermate anche nel grafico (d); in 
quest’ultimo viene evidenziato un altro punto di massimo ma, in corrispondenza a 
questo, la log-verosimiglianza risulta pari a –38.549 e dimostra il massimo assolu-
to in  2.111 a = dove logL=-28.9. Aspetti salienti della log-verosimiglianza 
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Figura 3.5 Pozzo 5: due volte la verosimiglianza profilo relativa di a  e curve di livello della stes-
sa funzione per( , ) w a verificando le stime ottenute tramite sn.mle (a-b) e due volte la log-
verosimiglianza profilo relativa di a  in intervalli più ampi(c-d). 
1.6 2.6 a £ £   13000000 15000000 a £ £  
w   a   logL  a   logL 
0.765  2.111  -28.900  1.38x10
7  -38.549 
Tabella 3.5 Pozzo 5: valore dei parametri e della log-verosimiglianza se-
condo i due intervalli considerati nei grafici (a) - (d). Capitolo 3 
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·  Pozzo 10 
Figura 3.6 Pozzo 10: due volte la verosimiglianza profilo relativa di  a  e curve di livello della 
stessa funzione per( , ) w a verificando le stime ottenute tramite sn.mle (a-b) e due volte la log-
verosimiglianza profilo relativa di a  in intervalli più ampi (c-d). 
4 2 a £ £   20000000 35000000 a £ £  
w   a   logL  a   logL 
0.399  6.945  3.943  2.06x10
7  1.301 
Tabella 3.6 Pozzo 10: valore dei parametri e della log-verosimiglianza se-
condo i due intervalli considerati nei grafici (a) - (d). 
Si riscontra ancora una corrispondenza tra i risultati ottenuti tramite la funzione 
sn.mle e i grafici (a) e (b) riportati in Figura 3.6.  
Nel  riquadro  (c),  invece,  vengono  considerati  valori  di  a   nell’intervallo 
. . 6 35000 000 a £ £  ed è possibile notare alcune oscillazione per a ® +¥; il gra-Aspetti salienti della log-verosimiglianza 
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fico (d) (in cui 
. . . . 20000000 35000000 a £ £ ) conferma la presenza di un punto di 
massimo locale in corrispondenza del quale, a differenza del valore riportato in 
Tabella 3.1, la log-verosimiglianza ora risulta pari a 1.301, valore inferiore a quel-
lo assunto in  6.495 a = , dove logL=3.943. 
 
·  Pozzo 14  
Per questo pozzo, le funzioni utilizzate hanno stimato entrambe l’asimmetria con 
un valore positivo che tende a  ¥; per questo si analizza il comportamento della 
funzione  di  log-verosimiglianza  profilo  relativa  in  intervalli  centrati  nei  valori 
stimati dalle due funzioni.  
Figura 3.7 Pozzo 14: due volte la verosimiglianza profilo relativa di a  in intervalli centrati nel 
valore stimato dalla funzione sn.mle (a) e msn.mle (b). 
0 2000 a £ £   500000 1000000 a £ £  
a   logL  a   logL 
2.02x10
2  -6.237  5.10x10
5  -6.239 
Tabella 3.7 Pozzo 14: valore dei parametri e della log-verosimiglianza     
secondo i due intervalli considerati nei grafici (a) - (b). 
La Figura 3.7 (a) analizza a  nell’intervallo 
. 0 2000 a £ £ , dove viene segnalato 
un punto di massimo, differente da quello ottenuto tramite la funzione sn.mle, in 
prossimità di  202.020 a =  nel quale la log-verosimiglianza vale –6.237. Nel gra-
fico (b), invece, la presenza di oscillazione della funzione di log-verosimiglianza 
profilo  relativa  è  più  evidente.  Nell’intervallo  per  cui 
. . . 500000 1000000 a £ £ , Capitolo 3 
38 
viene individuato un punto di massimo locale in 
. 510501 a = , in cui logL=-6.239. 
Nonostante questi risultati siano diversi da quelli ottenuti applicando i due diversi 
metodi  di  stima,  le  conclusioni  sono  le  medesime:  i  valori  relativi  alla  log-
verosimiglianza in corrispondenza dei punti di massimo locale individuati non di-
scostano in maniera rilevante l’uno dall’altro e non permettono di identificare in 
modo univoco il massimo assoluto ma la stima di a  tende a ¥. 
 
·  Pozzo 19 
Per l’analisi di questo pozzo si segue lo stesso procedimento fatto per il pozzo 14. 
Figura 3.8 Pozzo 19: due volte la verosimiglianza profilo relativa di a  in intervalli centrati nel 
valore stimato dalla funzione sn.mle (a) e msn.mle (b). 
2000 0 a - £ £   3000000 2000000 a - £ £ -  
a   logL  a   logL 
-40.404  -32.958  -2.91x10
6  -33.290 
Tabella 3.8 Pozzo 19: valore dei parametri e della log-verosimiglianza se-
condo i due intervalli considerati nei grafici (a) - (b). 
I metodi di stima utilizzati indicano la presenza di asimmetria negativa, ma in 
entrambi a ® -¥; per questo si analizza il comportamento della funzione di log-
verosimiglianza profilo relativa in intervalli centrati nei valori stimati dalle due 
funzioni. La Figura 3.8 (a) analizza a  nell’intervallo 
. 2000 0 a - £ £ , dove viene 
segnalato un punto di massimo, differente da quello ottenuto tramite la funzione 
sn.mle,  in  prossimità  di  40.404 a = -   nel  quale  la  log-verosimiglianza  vale Aspetti salienti della log-verosimiglianza 
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32.958 - .  
Nel grafico (b) le oscillazioni della funzione di log-verosimiglianza profilo relati-
va sono molto evidenti. Nell’intervallo 
. . . . 3000000 2000000 a - £ £ -  vi è un punto 
di massimo locale in a =-2.91x10
6, in cui logL=-33.290. Nonostante questi risul-
tati siano diversi da quelli ottenuti applicando i due diversi metodi di stima, le 
conclusioni sono le medesime: i valori relativi alla log-verosimiglianza in corri-
spondenza dei punti di massimo locale individuati non si discostano in maniera 
rilevante l’uno dall’altro e l’indice di asimmetria viene stimato con valori che ten-
dono a -¥.  
 
Gli ultimi tre pozzi che seguono, presentano caratteristiche simili ai primi analiz-
zati. 
 
·  Pozzo 20 
I grafici (a) e (b) in Figura 3.9 concordano con i risultati ottenuti con la funzione 
sn.mle (la verosimiglianza profilo relativa vale zero nel punto di massimo che 
coincide  con  la  stima  ottenuta  e,  nelle  curve  di  livello,  il  punto  di  coordinate 
ˆ ˆ ( , ) w a è posizionato nella regione di confidenza più interna). Analizzando il ri-
quadro (c), in cui  a  è valutato nell’intervallo 
. . 20000000 3 a - £ £ - , si nota la 
presenza di oscillazioni che determinano più punti di massimo locale; questa si-
tuazione è confermata anche nel grafico (d) in cui si considera a  nell’intervallo 
. . . . 20000000 15000000 a - £ £ -   e  vi  è  la  presenza  di  un  punto  di  massimo  in 
a =1.98x10
7 e la log-verosimiglianza vale -17.49. Questo risultato conferma che 
il massimo assoluto è il punto individuato dalla funzione sn.mle, in quanto la log-
verosimiglianza in esso vale –12.497. 
5 2.5 a - £ £ -   20000000 15000000 a - £ £ -  
w   a   logL  a   logL 
0.557  -3.475  -12.497  -1.98x10
7  -17.498 
Tabella 3.9 Pozzo 20: valore dei parametri e della log-verosimiglianza se-
condo i due intervalli considerati nei grafici (a) - (d). 
 Capitolo 3 
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Figura 3.9 Pozzo 20: due volte la verosimiglianza profilo relativa di a  e curve di livello della 
stessa funzione per( , ) w a verificando le stime ottenute tramite sn.mle (a-b) e due volte la log-
verosimiglianza profilo relativa di a  in intervalli più ampi (c-d). 
 
·  Pozzo 23 
Nei grafici (a) e (b) le stime concordano con quelle ottenute tramite la funzione 
sn.mle (la verosimiglianza profilo relativa vale zero nel punto di massimo indicato 
dalla stima ottenuta e il punto di coordinate  ˆ ˆ ( , ) w a è posizionato nella regione di 
confidenza più interna delle curve di livello). Analizzando il riquadro (c) (a  è va-
lutato nell’intervallo 
. 6 750000 a £ £ ) graficamente non è possibile individuare la 
presenza di punti di massimo locale; andando ad analizzarne il grafico (d), invece, Aspetti salienti della log-verosimiglianza 
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risulta un punto di massimo in a =7.21x10
5 e in esso la log-verosimiglianza vale 
–28.408; questo valore conferma che il massimo assoluto è quello individuato dal-
la funzione sn.mle in cui logL=-22.727.  
Figura 3.10 Pozzo 23: due volte la verosimiglianza profilo relativa di a  e curve di livello della 
stessa funzione per( , ) w a verificando le stime ottenute tramite sn.mle (a-b) e due volte la log-
verosimiglianza profilo relativa di a  in intervalli più ampi (c-d). 
sn.mle  msn.mle 
w   a   logL  a   logL 
0.840  9.837  -22.727  6.97x10
5  -28.408 
Tabella 3.10 Pozzo 23: valore dei parametri e della log-verosimiglianza 
secondo i due intervalli considerati nei grafici (a) - (d). 
 Capitolo 3 
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·  Pozzo 24 
Figura 3.11 Pozzo 24: due volte la verosimiglianza profilo relativa di a  e curve di livello della 
stessa funzione per( , ) w a verificando le stime ottenute tramite sn.mle (a-b) e due volte la log-
verosimiglianza profilo relativa di a  in intervalli più ampi (c-d). 
sn.mle  msn.mle 
w   a   logL  a   logL 
0.820  -2.981  -27.868  -1.1x10
7  -33.626 
Tabella 3.11 Pozzo 24: valore dei parametri e della log-verosimiglianza     
secondo i due intervalli considerati nei grafici (a) - (d). 
Anche per quest’ultimo pozzo si conclude che la stima ottenuta con la funzione 
sn.mle  indica  l’effettivo  punto  di  massimo  assoluto:  il  valore  della  log-
verosimiglianza in a =-2.981 è -27.868 mentre nell’altro punto di massimo locale 
assume valore inferiore (logL=-33.626).  Aspetti salienti della log-verosimiglianza 
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Dai risultati ottenuti si ha avuto conferma della maggior affidabilità della funzione 
sn.mle in quanto la log-verosimiglianza nei punti di massimo risultanti è superiore 
e stima in maniera corretta i parametri della distribuzione scelta per spiegare i da-
ti.
3.4  Stima del parametro di asimmetria tramite 
regressione locale 
In questo paragrafo si esamina la possibile associazione tra la posizione del pozzo 
e il parametro di asimmetria della relativa distribuzione normale asimmetrica. La 
localizzazione del pozzo è rappresentata dalle coordinate  1 2 ( , ) x x  di un punto in 
un piano cartesiano  1 2 ( , ) x x
4. 
Per mettere in relazione le variabili si fa riferimento ad una formulazione del tipo 
1 2 ( , ) y f x x e = +  dove e  è un termine di errore casuale non osservato con media 
zero e  1 2 ( , ) f x x  è una funzione da 
2 ￿ a ￿ . Tale formulazione ricorda quello del-
la regressione lineare semplice ma in questo caso non si presume che  f  sia mem-
bro di una specificata classe parametrica. 
Se  1 2 ( , ) f x x   è  una  funzione  differenziabile  in  0 01 02 ( , ) x x x = ,  punto  fissato  dei 
numeri reali, in base allo sviluppo in serie di Taylor è localmente approssimabile 
con una retta passante per  01 02 01 02 (( , ), ( , )) x x f x x , cioè  
1 2 1 2 01 02 01 02 1 01 01 02 2 02 ( , ) ( , ) ( , )( ) ( , )( ) x x f x x f x x f x x x x f x x x x
a b g
¢ ¢ = + - + - + 1 4 24 3 14 24 3 14 24 3
resto 
Per stimare  1 2 ( , ) f x x  in un intorno di  0 x  mediante un criterio che tenga conto di 
questo risultato sulla base di n coppie di osservazioni  ( , ) i i x y  per i=1,…,n, con 
1 2 ( , ) i i i x x x = , si utilizza il criterio dei minimi quadrati ma pesando le osservazioni 
                                                 
4 Nel paragrafo 1.2 è stata descritta la procedura della creazione del piano cartesiano e le relative 
coordinate che identificano ogni pozzo. Capitolo 3 
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i x  in base alla loro distanza da  0 x : 
{ }
2
1 01 2 02 1 01 1 2 02 2 , , 1
min ( ) ( ) ( ; ) ( ; )
n
i i i i i
i
y x x x x w x x h w x x h
a b g a b g
=
- - - - - - - ∑  
Questa è una forma particolare del criterio dei minimi quadrati pesati; visto che i 
pesi sono costruiti attorno a  0 x  il metodo di stima risultante è detto regressione 
locale.  
Il parametro h è un numero positivo che rappresenta un fattore di scala ed è detto 
parametro di lisciamento;  (; ) w h ×  è una funzione di densità simmetrica attorno 
all’origine, detta nucleo ed assicura che i pesi maggiori vengano assegnati alle os-
servazioni  i x  più vicine al punto di interesse  0 x . 
Il parametro di lisciamento controlla l’ampiezza del nucleo e quindi il grado di li-
sciamento applicato ai dati. Nelle analisi che seguono, verrà considerato il nucleo 
normale corrispondente alla densità N(0,1); in tal caso, h è la deviazione standard. 
Considerando la Normale usuale e un livello di significatività del 5%, i valori si-
gnificativi della distribuzione sono contenuti nell’intervallo delimitato dai quantili 
(1 /2) a - di 
2 (0, ) N h che corrisponde all’intervallo[-1.96 ,1.96 ] h h . Le osservazio-
ni contenute nell’intervallo di ampiezza 4h sull’asse della variabile contribuiran-
no, quindi, alla stima.  
Disponendo di due variabili esplicative vengono coinvolti altrettanti parametri di 
lisciamento che, riferendo entrambi a coordinate cartesiane, non devono tenere 
conto  della  diversa  variabilità  di  1 x   e  2 x ,  ma  assumono  il  medesimo  valore 
( 1 2 ( , ) h h h = dove  1 2 h h = ). 
Al crescere del parametro di lisciamento la stima risultante perde alcuni dettagli 
nella curva che interpola i dati e risulta più liscia; al contrario, al diminuire del pa-
rametro  di  lisciamento  la  stima  risulta  sempre  più  accurata  fino  ad  ottenere 
l’interpolazione di tutti i punti osservati.  
La Figura 3.12 riporta la rappresentazione grafica tramite curve di livello e grafico 
prospettico del risultato della stima del parametro di asimmetria dei pozzi tramite 
la regressione locale, usando come variabili esplicative  1 x =ascissa della posizione Stima del parametro di asimmetria tramite regressione locale 
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del pozzo,  2 x =ordinata della posizione del pozzo. Per evitare di estrapolare la 
stima laddove non si disponga di osservazioni, questa viene limitata all’involucro 
convesso dei punti osservati delle coordinate  1 2 ( , ) x x
5.  
Figura 3.12 Curve di livello (a) e grafico prospettico (b) della stima del parametro di asimme-
tria 1 ( ) g tramite la regressione locale con due variabili esplicative espresse dalle coordinate dei 
punti che localizzano i pozzi (h=0.898). 
Va precisato che per la creazione di tale immagine si è tenuto conto che nelle sti-
me precedenti il parametro di asimmetria per alcuni pozzi è risultato a ®¥. Fi-
nora  è  stata  considerata  la  distribuzione  normale  asimmetrica  con  parametri 
( , , ) x w a , 
2 ~ SN( , , ) Y x w a . Tali parametri, detti parametri diretti (Direct Para-
meters,  DP),  possono  indurre  a  due  problematiche:  innanzitutto  nella  log-
verosimiglianza  profilo  c’è  sempre  un  punto  di  flesso  in  0 a = che  porta 
l’informazione attesa di Fisher a diventare singolare; inoltre la funzione di vero-
simiglianza  può  avere  una  forma  che  può  essere  lontana  da  quella  quadratica 
quando a  non è vicino a zero. Per risolvere la prima, Azzalini (1985) effettuò una 
riparametrizzazione  utilizzando  la  trasformazione 
0 Y Z m s = + ,  dove 
0 ( )/ z z Z Z m s = - , 
2 1/2 (1 ) z z s m = - ,  e  si  considerano  i  parametri  centrati 
                                                 
5 Per la creazione dei grafici che seguono è stata utilizzata la funzione sm.regression contenuta nel 
pacchetto sm di R. 
1 g
1 x  
2 x
1 x  
2 xCapitolo 3 
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CP= 1 ( , , ) m s g . In questo modo, i valori dell’indice di asimmetria  1 g risultano in un 
intervallo chiuso per cui  1 | | 0.99527 g £ . 
Dato che per alcuni pozzi la stima del parametro di asimmetria è risultata a ®¥, 
per ovviare a questo problema e ottenere rappresentazioni grafiche più appropria-
te, si è ricorsi all’utilizzo dei parametri centrati. La Tabella 3.12 riporta la stima 
del parametro di asimmetria a  e il relativo valore riparametrizzato  1 g . 
Pozzo  a   1 g     Pozzo  a   1 g  
1   1.3582   0.25303    14   1.5337x10
3   0.99527 
2  -1.8095  -0.39863    15  -2.0258  -0.46094  
3  -2.0763  -0.47460    16   2.0117   0.45706 
4   7.0798   0.91859    17  -2.6816  -0.61214  
5   2.1119   0.48403    18   0.9237   0.11460 
6   3.2015   0.69664    19  -1.5337x10
3  -0.99527 
7   4.0672   0.79012    20  -3.4750  -0.73149  
8  -3.8517  -0.77107    21   3.5625   0.74147 
9   0.4902   0.02265    22  -2.5265  -0.58135  
10   6.9454   0.91580    23   9.8375   0.95428 
11   1.1823   0.19457    24  -2.9818  -0.66416 
12  -1.1852  -0.19552    25   1.4814   0.29411  
13   0.1382   0.00057    26   0.0837   0.00013 
Tabella 3.12 Valore dell’indice di asimmetria a  e il corrispondente valore riparametrizzato  1 g . 
Dal grafico (a) in Figura 3.12 è possibile notare la presenza di una forma di asso-
ciazione tra la posizione del pozzo e l’indice di asimmetria. Si possono infatti in-
dividuare fasce distinte in base al segno di  1 g : partendo dal basso (zona più vicina 
al vulcano) si trovano curve di livello orizzontali con stime negative che, in valore 
assoluto, decrescono fino alla parte centrale della zona considerata; da qui le linee 
hanno inclinazione verticale e le stime cambiano segno diventando positive e as-
sumendo valori crescenti man mano ci si sposta dal centro verso la costa del Porto 
di Levante o del Porto di Ponente. Queste considerazioni vengono confermate dal 
grafico prospettico (b)
6, in cui la parte superiore (dove l’asse delle ordinate  2 x  è 
positiva) presenta forma parabolica con concavità verso l’alto e il vertice rappre-
senta la fascia centrale della zona esaminata le cui stime sono molto vicine a zero; 
le parti esterne più alte rappresentano la vicinanza alle coste del Porto di Levante 
                                                 
6 Per capire i valori a cui fanno riferimento gli assi riportati, consultare il paragrafo 1.2 in cui viene 
descritta la procedura per la costruzione del piano cartesiano di riferimento. Stima del parametro di asimmetria tramite regressione locale 
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e del Porto di Ponente in cui i valori di  1 g  sono positivi e crescono allontanandosi 
sempre più dalla fascia centrale. Considerando invece la parte inferiore del grafico 
(asse delle ordinate  2 x  con valore inferiore a zero) le stime hanno segno negativo 
e non variano in base alla vicinanza del pozzo alle coste ma assumono valori infe-
riori in prossimità del vulcano.  
Come spiegato in precedenza, la scelta del valore di h stabilisce il livello di li-
sciamento della curva stimata. Per la creazione del grafico sopra riportato, tale va-
lore è stato calcolato dal programma ed è risultato pari a  1 2 0.898 h h = = ; le rap-
presentazioni che seguono, invece, aiutano a comprendere le differenze che subi-
scono le stime per altre scelte di h.  
Figura 3.13 Curve di livello della stima del parametro di asimmetria 1 ( ) g tramite la regressione 
locale con due variabili esplicative espresse dalle coordinate dei punti che localizzano i pozzi, fis-
sando h=0.5 (a) e h=1.2 (b). 
Nei grafici in Figura 3.13 si riconosce lo stesso andamento di fondo riscontrato in 
Figura  3.12  nonostante  in  (b)  le  curve  presentino  minori  fluttuazioni  dovute 
all’aumento del valore di h e in (a) la stima risulti più accurata (h più basso). In 
quest’ultimo pannello, a differenza degli altri, le curve sono più aderenti al com-
portamento dei dati ed è possibile individuare più punti di massimo nella parte 
centrale  della  zona  considerata,  da  cui  le  curve  di  livello  si  estendono  verso Capitolo 3 
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l’esterno indicando stime positive decrescenti nella zona superiore e in quella in-
feriore stime negative in valore assoluto crescenti. 
Si conclude che il parametro di asimmetria risulta fattore discriminante per i poz-
zi;  infatti,  note  le  coordinate  che  li  localizzano,  si  può  conoscere  il  segno 
dell’indice di forma e individuare se l’asimmetria si presenta in maniera più o 
meno accentuata nella distribuzione di ogni pozzo.  
3.5  Stima della mediana tramite regressione 
locale 
Il procedimento appena esaminato viene ripetuto per verificare l'esistenza di una 
relazione tra le osservazioni registrate per ogni pozzo e la localizzazione di ognu-
no di essi. 
La variabile analizzata è stata sintetizzata da un unico valore per ogni pozzo tra-
mite la mediana; si è scelto l’utilizzo di questo indice di posizione in quanto, a dif-
ferenza della media, non risente della presenza delle osservazioni anomale riscon-
trate durante l’analisi preliminare nel paragrafo 2.2.  
I valori delle mediane riportate nella tabella soprastante indicano che tale indice 
assume solo valori negativi; questo è un risultato che non desta preoccupazioni: 










Tabella 3.13 Mediana delle osservazioni registrate per ogni pozzo. 
Pozzo  Mediana    Pozzo  Mediana 
1  -0.5247    14  -0.7205 
2  -0.8050    15  -0.9601 
3  -0.5897    16  -1.2148 
4  -1.0912    17  -2.2727 
5  -1.1019    18  -1.5433 
6  -0.9738    19  -1.4434 
7  -0.9332    20  -1.2183 
8  -0.7420    21  -1.5593 
9  -1.7343    22  -1.0138 
10  -0.8665    23  -0.6967 
11  -1.7919    24  -2.5263 
12  -1.7900    25  -1.1905 
13  -0.9678    26  -0.9657 Stima della mediana tramite regressione locale 
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In maniera analoga all’indice di asimmetria, non è possibile riconoscere nelle cur-
ve di livello delle stime della mediana andamento monotono. Come riportato in 
Figura 3.14 (a), partendo dalla parte inferiore del grafico, le stime in valore asso-
luto decrescono fino alla fascia centrale, punto da cui crescono nuovamente man 
mano ci si avvicina alla costa del Porto di Ponente. Questa situazione è conferma-
ta dal grafico in (b) in cui le stime risultanti presentano forma parabolica con con-
cavità verso il basso e il vertice è in corrispondenza alla parte centrale della zona 
esaminata.  
Figura 3.14 Curve di livello (a) e grafico prospettico (b) della stima della mediana tramite la re-
gressione locale con due variabili esplicative espresse dalle coordinate dei punti che localizzano i 
pozzi. 
Confrontando questi risultati con quelli ottenuti nel caso precedente, le stime mo-
strano somiglianze nella zona più vicina al vulcano, mentre la parte superiore si 
presenta in maniera opposta: nel primo caso ha forma parabolica con concavità 
verso l’alto e la fascia centrale rappresenta un minimo; le stime della mediana, in-
vece, sono rappresentate graficamente con andamento parabolico con concavità 
verso il basso e le coste rappresentano i minimi. 
Si esaminano ora le modifiche che subiscono le curve di livello al variare del pa-
rametro h, che stabilisce il livello di lisciamento della curva stimata. Come per le 
stime dell’indice di asimmetria, per il grafico in Figura 3.14 (a) tale valore è stato 
1 x
2 x
1 x  
2 x
Mediana Capitolo 3 
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fissato dal programma pari a  1 2 0.898 h h = = ; le rappresentazioni in Figura 3.15 
riportano le differenze che si registrano diminuendo (h=0.5) e aumentando (h=1.2) 
il valore assegnato al parametro di lisciamento. 
Per meglio valutare i grafici, le stime risultate negative, verranno trattate in valore 
assoluto. 
Figura 3.15 Curve di livello della stima della mediana tramite la regressione locale con due varia-
bili esplicative espresse dalle coordinate dei punti che localizzano i pozzi, fissando h=0.5 (a) e 
h=1.2 (b). 
Nel pannello di sinistra (valore di h più piccolo) si riconosce lo stesso comporta-
mento riscontrato per h=0.898, ma è possibile identificare due punti di massimo 
nella parte inferiore del grafico da cui le stime decrescono spostandosi verso il 
vulcano e verso l’alto. La fascia centrale rappresenta ancora la zona con stime più 
basse, ma a differenza delle considerazioni fatte in precedenza, in essa vengono 
raggruppati i pozzi rivolti verso la costa del Porto di Levante. Spostandosi invece 
verso la costa del Porto di Ponente le curve di livello indicano stime con valori 
crescenti. 
Le stesse considerazioni vengono fatte anche per il pannello di destra, anche se i 
due massimi non risultano ben distinti come in quello di sinistra. 
(Si ricorda che queste conclusioni riferiscono alle stime considerate in valore as-
soluto). Stima della mediana tramite regressione locale 
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Dai risultati ottenuti si può affermare che l’asse delle ordinate, indicatore della vi-
cinanza dei pozzi al vulcano, è un elemento importante per capire per ognuno di 
essi la natura dell’asimmetria della distribuzione della variabile e i valori assunti 
da questa nel descrivere il rapporto tra catione calcio e anione solfato. 
3.6  Stima della mediana tramite verosimiglianza 
locale 
Nel paragrafo precedente è stata analizzata la stima della mediana tramite il meto-
do della regressione locale; l’utilizzo di questo metodo, però, ignora la natura del-
la variabile considerata in quanto non richiede la specificazione di nessuna classe 
parametrica. Per rimediare a questa problematica e tenere conto della distribuzio-
ne da cui provengono i dati, è necessario applicare una generalizzazione al proce-
dimento utilizzato: un’estensione naturale al meccanismo della regressione locale 
è  la  verosimiglianza  locale  ottenuta  tramite  l’applicazione  di  pesi  alla  log-
verosimiglianza nella forma 
[ ] 1 2 01 02 1 01 1 2 02 2 , , ,
1 1
( ) ( ) ( ; ) ( ; )
j n m
ij i i h h x x
i j
l l w x x h w x x h J J
= =
 
= - -  
 
∑ ∑  
dove  ( ) ij l J  è il contributo della j-esima osservazione dell’i-esimo pozzo all’usuale 
log-verosimiglianza della distribuzione normale asimmetrica,  ( , , ) J x w a = , m=26 
indica il numero di pozzi esaminati e nj è la numerosità interna di ogni pozzo.  
L’obiettivo è stimare il valore della mediana, indice di posizione scelto per sinte-
tizzare  i  valori  assunti  dalla  variabile,  per  un  pozzo  posizionato  nel  punto 
0 01 02 ( , ) x x x =  tenendo conto sia delle osservazioni registrate per i ventisei pozzi 
esaminati che della loro posizione.  
È possibile notare che nella formula citata  (; ) w h ×  non dipende dall’indice j; i pesi, 
infatti, sono determinati in base alla distanza tra la posizione del pozzo  i x  e il 
punto di stima  0 x  e non vi è l’influenza delle osservazioni registrate per la varia-Capitolo 3 
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bile d’interesse.  
La formula precedente può essere così riassunta  
[ ] 1 2 01 02 1 01 1 2 02 2 , , ,
1
( ) ( ) ( ; ) ( ; )
m
i i i h h x x
i
l l w x x h w x x h J J
=
= - - ∑  
Massimizzando la log-verosimiglianza rispetto a  ( , , ) x w a  si ottengono le stime 
dei parametri della distribuzione normale asimmetrica del pozzo di coordinate  0 x . 
Dopo aver creato una funzione per il calcolo della verosimiglianza pesata, si con-
frontano i valori dei parametri stimati per ogni pozzo con questo procedimento e 
tramite la funzione sn.mle utilizzata in precedenza nel paragrafo 3.2.  
Per verificare se i pesi aggiunti generano effettivamente alcune differenze si deve 
annullare l’effetto del parametro di lisciamento assegnando a h un valore molto 
vicino a zero (h=0.1). 
Tabella 3.14 Parametri stimati tramite vero-
simiglianza locale fissando h=0.1. 
Tabella 3.15 Parametri stimati tramite la fun-
zione sn.mle. 
Pozzo  x   w   a  
1  -0.337  0.387     -0.849 
2  -0.416  0.609     -1.761 
3  -0.358  0.353     -2.076 
4  -1.508  0.773      7.079 
5  -1.585  0.766      2.112 
6  -1.220  0.365      3.202 
7  -1.337  0.599      4.067 
8  -0.169  0.855     -3.852 
9  -1.879  0.416      0.490 
10  -1.118  0.399      6.945 
11  -2.033  0.413      1.182 
12  -1.474  0.550     -1.185 
13  -0.985  0.140      0.158 
14  -1.110  0.559     11.593 
15  -0.821  0.231     -1.428 
16  -1.448  0.355      2.012 
17  -1.989  0.433     -2.682 
18  -1.709  0.317      0.924 
19  -0.705  1.055  -1533.768 
20  -0.884  0.557     -3.475 
21  -1.798  0.355      3.563 
22  -0.896  0.176     -2.526 
23  -1.132  0.788   1533.768 
24  -2.039  0.821     -2.982 
25  -1.509  0.512      1.481 
26  -0.990  0.234      0.133 
Pozzo  x   w   a  
1  -0.763 0.397     1.358 
2  -0.440 0.612    -1.761 
3  -0.358 0.353    -2.076 
4  -1.508 0.773     7.079 
5  -1.585 0.766     2.112 
6  -1.220 0.365     3.202 
7  -1.337 0.599     4.067 
8  -0.169 0.855    -3.852 
9  -1.879 0.416     0.490 
10  -1.118 0.399     6.945 
11  -2.033 0.413     1.182 
12  -1.474 0.550    -1.185 
13  -0.983 0.139     0.138 
14  -1.113 0.556  1533.768 
15  -0.803 0.241    -2.025 
16  -1.448 0.355     2.012 
17  -1.989 0.433    -2.682 
18  -1.709 0.317     0.924 
19  -0.703 1.096 -1533.768 
20  -0.884 0.557    -3.475 
21  -1.798 0.355     3.563 
22  -0.896 0.176    -2.526 
23  -1.054 0.841     9.837 
24  -2.039 0.821    -2.982 
25  -1.509 0.512     1.481 
26  -0.981 0.233     8.374 Stima della mediana tramite verosimiglianza locale 
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Per alcuni pozzi le stime risultano le medesime, altre presentano differenze.  
Considerando la cartina in Figura 1.2 che riporta la localizzazione dei ventisei 
pozzi, è possibile notare che per i pozzi isolati le stime ottenute tramite i due me-
todi non presentano differenze. In questi casi, infatti, i pesi sono tutti nulli tranne 
in  corrispondenza  al  pozzo  stesso  dove  i x   coincide  con  0 x   e  solo  la  log-
verosimiglianza di questo pozzo contribuisce alla log-verosimiglianza finale. Al 
contrario,  per  pozzi  molto  vicini,  più  pesi  risultano  non  nulli  e  la  log-
verosimiglianza pesata è ottenuta dalla somma di più componenti diversi da zero 
Dopo aver constatato l’esistenza di differenze tramite l’utilizzo della verosimi-
glianza locale, si vogliono ora confrontare le diversità delle stime dei parametri, e 
di conseguenza della mediana, ottenute tramite la regressione locale e tramite la 
verosimiglianza locale secondo diversi valori del parametro di lisciamento h. In-
nanzitutto l’analisi non viene limitata ai punti osservati ma si estende il caso ad 
una griglia posizionata in un intervallo che ricopre i ventisei punti osservati; suc-
cessivamente, tramite la verosimiglianza locale, sono stati stimati i parametri della 
distribuzione per ogni punto di intersezione nella griglia
7. Infine, per la rappresen-
tazione grafica, sono state disegnate le curve di livello della mediana relativa alle 
stime calcolate secondo diversi livelli di lisciamento. Per evitare di estrapolare la 
stima laddove non si dispone di osservazioni (la griglia si estende nell’acqua e in 
zone  troppo  lontane  dai  punti  noti),  questa  viene  rappresentata  seguendo 
l’involucro convesso dei punti osservati. Questa restrizione è stato imposta anche 
per un altro motivo: se si fosse tenuto conto dell’intera griglia si sarebbe dovuto 
forzare la regressione locale ad estendere la stima nell’intero intervallo indicato 
portando a possibili alterazioni dei risultati e a confronti errati 
Di seguito vengono messi a confronto i grafici delle curve di livello delle stime 
della mediana tramite verosimiglianza locale e regressione locale secondo diversi 
valori del parametro di lisciamento. 
 
                                                 
7 La griglia è stata posizionata nell’intervallo x=(-7,0.5), y=(-6,3) con fittezza 20x20 quindi i punti 
di intersezione nella griglia risultano 400.  Capitolo 3 
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Figura 3.16 (a)-(f) Curve di livello della stima della mediana tramite la verosimiglianza locale 
(grafico di sinistra) e regressione locale (grafico di destra) con due variabili esplicative espresse 
dalle coordinate dei punti che localizzano i pozzi, fissando h=0.6 (a-b), h=1 (c-d), h=1.2 (e-f). 
(a)  (b) 
(c)  (d) 
(e)  (f) Stima della mediana tramite verosimiglianza locale 
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Figura 3.16 (g-h) Curve di livello della stima della mediana tramite la verosimiglianza locale (g) e 
regressione locale (h) con due variabili esplicative espresse dalle coordinate dei punti che localiz-
zano i pozzi, fissando h=1.5. 
In tutti i grafici è possibile suddividere la zona considerata in tre parti (inferiore, 
centrale e superiore) a seconda dell’andamento delle curve; la parte superiore, si-
mile in tutti i riquadri presenta curve con valori negativi che in valore assoluto 
crescono avvicinandosi alla zona del Vulcanello. Mentre la parte centrale ha lo 
stesso andamento in entrambi i metodi di stima, quella inferiore presenta maggiori 
scostamenti. In particolare, nei pannelli di partenza in cui è stato posto h=0.6, en-
trambi i metodi di stima individuano due punti di massimo: uno verso la costa oc-
cidentale e uno più spostato verso il vulcano. Assegnando valore più alto al para-
metro di lisciamento (h=1), però, si presentano situazioni differenti: la verosimi-
glianza locale mantiene in maggiore evidenza il punto di massimo posizionato 
verso  la  costa  occidentale  e  la  regressione  locale  quello  verso  il  vulcano.  Per 
h=1.2, invece, la regressione locale individua nuovamente due punti di massimo e, 
aumentando ancora il livello di lisciamento, la situazione tende a coincidere con 
quella descritta dalla verosimiglianza locale. 
Queste incongruenze trovano spiegazione nella posizione dei punti osservati: la 
parte inferiore occidentale è quella in cui vi è un numero inferiore di osservazioni 
note e con concentrazione molto più rada rispetto alle altre. 
(g)  (h)  
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Capitolo 4                                             
LA DISTRIBUZIONE t 
ASIMMETRICA 
Durante l’analisi preliminare nel paragrafo 2.2 è emerso che i dati presentano di-
stribuzione con caratteristiche simili alla normale, ma con l’aggiunta di un para-
metro che ne regola la forma. Fino ad ora è stata considerata la distribuzione nor-
male asimmetrica, ma un’altra distribuzione collegata a questa e che soddisfa i re-
quisiti richiesti è la t asimmetrica, versione modificata della t di Student. 
L’usuale costruzione della distribuzione t avviene tramite il rapporto tra una va-
riabile normale e una chi-quadrato opportunamente trasformata. Se si vuole intro-
durre una variante alla distribuzione t che regola l’asimmetria, si sostituisce la va-
riabile normale con la normale asimmetrica. 
La distribuzione t asimmetrica corrisponde alla trasformazione 
1/2 Y V Z x
- = + , indicata con  ~ St( , , , ) Y x w a n  
dove Z ha funzione densità normale asimmetrica SN(0, , ) w a  e 
2 ~ / V n c n , indi-
pendente da Z (Azzalini, A. e Capitanio, A., 2002). 
Quando il parametro di forma a  risulta pari a zero l’asimmetria svanisce e si riot-
tene la distribuzione t di Student,  ~ t( , , ) Y x w n ; per n  sufficientemente elevato, 
invece, la distribuzione converge alla normale asimmetrica  ~ SN( , , ) Y x w a . Capitolo 4 
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4.1  Stima della distribuzione t asimmetrica 
Per stimare i parametri della distribuzione t asimmetrica di ogni pozzo si segue la 
stessa procedura utilizzata nel paragrafo 3.2. Per tale scopo, il programma R pre-
vede due funzioni, contenute anch’esse all’interno del pacchetto sn che, tramite la 
stima di massima verosimiglianza, permettono di ottenere una stima dei parametri 
( , , , ) x w a n  della distribuzione. La prima è la funzione st.mle, utilizzabile nei casi 
in cui la variabile osservata si presenti sotto forma di vettore; l’altra è la funzione 
mst.mle che estende l’analisi al caso multidimensionale (la variabile osservata può 
essere vettore o matrice). In maniera analoga alle considerazioni fatte per la nor-
male asimmetrica, per stimare i parametri della distribuzione di ogni pozzo pos-
sono essere utilizzate entrambe le funzioni che, nonostante eseguano operazioni 
diverse, ci si aspetta diano le medesime stime
8. Per verificare tale situazione, per 
ogni pozzo vengono riportate le curve stimate tramite le due funzioni (la linea 
tratteggiata indica la stima ottenuta con la funzione st.mle, la linea continua indica 
la stima ottenuta con la funzione mst.mle) e i valori dei parametri della distribu-
zione.  
 
Figura 4.1 Pozzi 1-2 Istogramma con le curve della densità normale asimmetrica stimate tramite 
st.mle (linea tratteggiata) e tramite mst.mle (linea continua).
                                                 
8 L’oggetto di studio è un vettore che descrive il logaritmo naturale del rapporto tra catione calcio 
e anione solfato e viene indicato nei grafici che seguono tramite la variabile y. Stima della distribuzione t asimmetrica 
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Figura 4.1 Pozzi 3-8 Istogramma con le curve della densità normale asimmetrica stimate tramite 
st.mle (linea tratteggiata) e tramite mst.mle (linea continua).Capitolo 4 
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Figura 4.1 Pozzi 9-14 Istogramma con le curve della densità normale asimmetrica stimate tramite 
st.mle (linea tratteggiata) e tramite mst.mle (linea continua). Stima della distribuzione t asimmetrica 
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Figura 4.1 Pozzi 15-20 Istogramma con le curve della densità normale asimmetrica stimate trami-
te st.mle (linea tratteggiata) e tramite mst.mle (linea continua).Capitolo 4 
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Figura 4.1 Pozzi 21-26 Istogramma con le curve della densità normale asimmetrica stimate trami-
te st.mle (linea tratteggiata) e tramite mst.mle (linea continua). Stima della distribuzione t asimmetrica 
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È immediato notare che nei grafici, a differenza della stima della distribuzione 
normale asimmetrica, solo per il pozzo 19 è visibilmente riscontrabile la differen-
za tra i due metodi di stima. Per verificare tale situazione si confrontano, ora, i va-
lori delle stime ottenute. 
Nella Tabella 4.1 vengono riportati il valore della log-verosimiglianza nel punto 
di massimo e i valori dei parametri stimati tramite la funzione st.mle supponendo 
che ogni pozzo Y ha distribuzione Y~St( , , , ) x w a n , conx ,w ,a  e n  rispettiva-
mente parametri di posizione, di scala, di forma e gradi di libertà. 
Pozzo  x   w   a   n   logL 
1  -0.5904 0.2223  3.698x10
-1 3.516   -7.0130 
2  -0.7703 0.1508 -2.588x10
-1 1.672   -6.3447 
3  -0.3575 0.3528 -2.078  1.278x10
4   0.1398 
4  -1.3412 0.3281  2.050  2.074  -18.0886 
5  -1.2260 0.3350  4.705x10
-1 2.598  -25.9579 
6  -1.2196 0.3654  3.201  9.190x10
3   2.5410 
7  -1.3372 0.5991  4.067  1.177x10
4 -14.6441 
8  -0.1821 0.8244 -3.593  4.443x10
1 -20.2216 
9  -1.9009 0.4242  5.724x10
-1 3.670x10
5 -18.5587 
10  -0.8941 0.1245  2.651x10
-1 2.917   12.4089 
11  -2.0327 0.4132  1.183  9.014x10
3 -11.4280 
12  -1.7114 0.3095 -3.098x10
-1 3.199  -21.5352 
13  -0.9828 0.1393  1.363x10
-1 5.401x10
3  21.7485 
14  -1.1134 0.5639  7.922x10
2  ¥    -5.8366 
15  -0.8537 0.1792 -1.136  7.857   14.6717 
16  -1.4478 0.3553  2.010  1.210x10
4  -0.3895 
17  -2.0235 0.3663 -2.136  9.946   -5.1950 
18  -1.7092 0.3164  9.221x10
-1 1.001x10
4  -3.5714 
19  -0.7064 1.0120 -1.606x10
6  1.336x10
1 -31.7425 
20  -1.2173 0.1184 -9.036x10
-3 1.519   -0.2468 
21  -1.7982 0.3545  3.560  1.602x10
4   4.2742 
22  -0.8960 0.1764 -2.526  7.818x10
3  27.6155 
23  -0.9297 0.2695  3.713  1.432  -15.1130 
24  -2.2628 0.3842 -1.335  2.218  -26.2200 
25  -1.5090 0.5117  1.481  1.399x10
4 -15.8815 
26  -0.9954 0.2347  1.602x10
-1 1.852x10
5   1.3837 
Tabella 4.1 Stime dei parameri ottenute tramite la funzione st.mle e valore 
della log-verosimiglianza nel massimo. 
Dai valori riportati è possibile notare che per dieci pozzi il parametro di asimme-
tria è prossimo a zero, mentre per i pozzi 14 e 19, come risultato nella stima della 
distribuzione normale asimmetrica, a  tende a  ¥. Analizzando invece il parame-
tro che stima i gradi di libertà per quindici pozzi la distribuzione è approssimabile 
alla normale asimmetrica.  Capitolo 4 
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La Tabella 4.2 riporta i valori ottenuti tramite il metodo di stima mst.mle. 
Pozzo  x   w   a   n   logL 
1  -0.5904 0.2223  3.698x10
-1 3.516   -7.0130 
2  -0.7703 0.1508 -2.588x10
-1 1.672   -6.3447 
3  -0.3576 0.3527 -2.076  6.421x10
5   0.1402 
4  -1.3412 0.3281  2.050  2.074  -18.0886 
5  -1.2260 0.3350  4.705x10
-1 2.598  -25.9579 
6  -1.2196 0.3654  3.201  1.312x10
4   2.5411 
7  -1.3372 0.5991  4.066  1.133x10
4 -14.6441 
8  -0.1821 0.8244 -3.593  4.443x10
1 -20.2216 
9  -1.8789 0.4159  4.899x10
-1 2.856x10
4 -18.5584 
10  -0.8941 0.1245  2.651x10
-1 2.917   12.4089 
11  -2.0325 0.4131  1.182  5.974x10
3 -11.4280 
12  -1.7114 0.3095 -3.098x10
-1 3.199  -21.5352 
13  -0.9701 0.1385  2.119x10
-2 1.182x10
5  21.7500 
14  -1.1147 0.5649  3.564x10
2  ¥    -5.9279 
15  -0.8537 0.1792 -1.136  7.857   14.6717 
16  -1.4479 0.3554  2.012  2.691x10
5  -0.3892 
17  -2.0235 0.3663 -2.136  9.946   -5.1950 
18  -1.7094 0.3165  9.233x10
-1 1.655x10
4  -3.5712 
19  -0.7062 1.0961 -1.824x10
4  ¥   -31.8833 
20  -1.2173 0.1184 -9.036x10
-3 1.519   -0.2468 
21  -1.7982 0.3546  3.563  2.839x10
4   4.2743 
22  -0.8960 0.1764 -2.527  1.025x10
4  27.6155 
23  -0.9297 0.2695  3.713  1.432  -15.1130 
24  -2.2628 0.3842 -1.335  2.218  -26.2200 
25  -1.5090 0.5117  1.481  1.285x10
4 -15.8815 
26  -0.9676 0.2328  1.001x10
-2 4.221x10
3   1.3813 
Tabella 4.2 Stime dei parameri ottenute tramite la funzione mst.mle e valore 
della log-verosimiglianza nel massimo. 
Confrontando questi risultati con quelli ottenuti in precedenza si traggono le stes-
se conclusioni nonostante si riscontrino alcune differenze nelle stime del parame-
tro di forma e dei gradi di libertà. Infatti le stime del parametro di asimmetria dif-
feriscono per i pozzi 9, 13, 14, 19, 26, ma si nota che tali diversità non risultano 
significative in quanto si verificano solo per valori di a  che tendono a zero (per 
cui si riottene la distribuzione t di Student) o a  ¥ e non portando così ad altera-
zioni delle conclusioni già fatte. Stesse considerazione per i gradi di libertà: le dif-
ferenze si riscontrano solo per n ®¥ , ed entrambi i metodi di stima indicano per 
questi pozzi l’approssimazione della distribuzione alla normale asimmetrica. 
Nei casi in cui, invece, le stime dei parametri della distribuzione t asimmetrica so-
no finite le stime ottenute tramite i due metodi coincidono. 
Vengono rilevate anche alcune diversità per le stime di x e w  (pozzi 9, 13, 14, 19, Stima della distribuzione t asimmetrica 
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26) ma non risultano essere rilevanti. Il valore della log-verosimiglianza differisce 
solo in due casi, ma in modo non marcato. 
A questo punto risulta indifferente la scelta del metodo da utilizzare per la stima 
dei parametri della distribuzione. Dato che la funzione st.mle richiama al suo in-
terno mst.mle, nelle analisi che seguono verrà utilizzata quest’ultima. 
4.2  Confronto tra distribuzione normale 
asimmetrica e t asimmetrica 
Dalle analisi svolte finora è stato verificato che sia la distribuzione normale a-
simmetrica che t asimmetrica sono utilizzabili per spiegare la variabile oggetto di 
studio. In questo paragrafo si vuole capire se è possibile affermare che una è più 
adeguata dell’altra o è possibile constatare se la distribuzione dei pozzi dipende 
dalla posizione geografica in cui sono posizionati. Innanzitutto si procede tramite 
rappresentazioni grafiche che mettono a confronto le curve stimate tramite la fun-
zione sn.mle (linea tratteggiata) e mst.mle (linea continua). 
 
Figura 4.2 Pozzi 1-2 Istogramma con le curve della densità normale asimmetrica stimata tramite 
sn.mle (linea tratteggiata) e della densità t asimmetrica tramite mst.mle (linea continua). Capitolo 4 
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Figura 4.2 Pozzi 3-8 Istogramma con le curve della densità normale asimmetrica stimata tramite 
sn.mle (linea tratteggiata) e della densità t asimmetrica tramite mst.mle (linea continua). Confronto tra distribuzione normale asimmetrica e t asimmetrica 
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Figura 4.2 Pozzi 9-14 Istogramma con le curve della densità normale asimmetrica stimata tramite 
sn.mle (linea tratteggiata) e della densità t asimmetrica tramite mst.mle (linea continua).Capitolo 4 
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Figura 4.2 Pozzi 15-20 Istogramma con le curve della densità normale asimmetrica stimata trami-
te sn.mle (linea tratteggiata) e della densità t asimmetrica tramite mst.mle (linea continua). Confronto tra distribuzione normale asimmetrica e t asimmetrica 
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Figura 4.2 Pozzi 21-26 Istogramma con le curve della densità normale asimmetrica stimata trami-
te  sn.mle  (linea  tratteggiata)  e  della  densità  t  asimmetrica  tramite  mst.mle  (linea  continua).Capitolo 4 
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I grafici riportati permettono di avere conferma delle considerazioni fatte in pre-
cedenza e di individuare i pozzi la cui distribuzione è approssimabile alla normale 
asimmetrica. Infatti, nel caso in cui la stima di n ®¥ , le due curve disegnate 
coincidono  e  ciò  avviene  per  quindici  pozzi  individuabili  anche  attraverso  la 
Tabella 4.2 (3, 6, 7, 8, 9, 11, 13, 14, 16, 18, 19, 21, 22, 25, 26).  
Negli  altri  casi  la  curva  della  distribuzione  t  asimmetrica  segue  meglio 
l’andamento dell’istogramma nel punto in cui la densità della classe risulta supe-
riore. 
Per verificare se è possibile identificare un’associazione tra la posizione dei pozzi 
e la distribuzione della variabile, si considera il parametro che descrive i gradi di 
libertà della t e si procede tramite il meccanismo della regressione locale utilizzato 
anche per analizzare il parametro di asimmetria della distribuzione normale a-
simmetrica.
4.3  Stima del parametro dei gradi di libertà 
tramite regressione locale 
Per capire se la posizione geografica influisce sul valore della stima dei gradi di 
libertà, e quindi sulla distribuzione della variabile, si applica il meccanismo della 
regressione locale su tale parametro. 
Si deve tenere conto, però, che la stima assume valori in un intervallo molto am-
pio, 1.432 n £ < ¥, ed è necessario riportarlo in una scala che consenta di apprez-
zare maggiormente le varie sfumature delle differenti stime. Il modo più appro-
priato è considerare il logaritmo di questo parametro. 
Nella Tabella 4.3 vengono riportate le corrispondenze tra la stima e la relativa tra-
sformazione logaritmica. 
Per effettuare le rappresentazioni grafiche si deve tenere conto di una problemati-
ca: nonostante l’applicazione del logaritmo per due pozzi n = ¥ ; per ovviare a Stima del parametro dei gradi di libertà tramite regressione locale 
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questa situazione, si sostituisce la stima ottenuta con il valore massimo di questo 
parametro preso tra gli altri pozzi. 
Pozzo  n   log( ) n     Pozzo  n   log( ) n  
1  3.52   1.257    14  Inf  13.372 
2  1.67   0.514    15  7.86   2.061 
3  6.42x10
5  13.372    16  2.69x10
5  12.503 
4  2.07   0.729    17  9.95   2.297 
5  2.60   0.955    18  1.65x10
4   9.714 
6  1.31x10
4   9.482    19  Inf  13.372 
7  1.13x10
4   9.335    20  1.52   0.418 
8  4.44x10
1   3.794    21  2.84x10
4  10.254 
9  2.86x10
4  10.260    22  1.02x10
4   9.235 
10  2.92   1.071    23  1.43   0.359 
11  5.97x10
3   8.695    24  2.22   0.797 
12  3.20   1.163    25  1.29x10
4   9.461 
13  1.18x10
5  11.680    26  4.22x10
3   8.348 
Tabella 4.3 Corrispondenza tra n  e log( ) n . 
Il grafico rappresentato permette di distinguere alcune zone in base al valore as-
sunto dal parametro considerato.  
Figura 4.3 Curve di livello (a) e grafico prospettico (b) del logaritmo della stima dei gradi di liber-
tà tramite la regressione locale con due variabili esplicative espresse dalle coordinate dei punti che 
localizzano i pozzi. 
Innanzitutto è possibile notare che i valori più bassi sono collocati nei territori 
prossimi alle coste del Porto di Ponente e Porto di Levante;quindi, per i pozzi lo-





1 xCapitolo 4 
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stribuzione t asimmetrica. Man mano ci si avvicina al vulcano i gradi di libertà 
aumentano e portano all’utilizzo della normale asimmetrica per esaminare la va-
riabile. 
Tale situazione è confermata anche dal grafico prospettico in Figura 4.3 (b) in cui 
è visibile in maniera evidente che i punti più bassi sono localizzati nei valori più 
alti dell’asse delle ordinate (x2) indicanti le coste dei due Porti. Spostandosi verso 
il vulcano, dopo una leggere crescita dei valori si riscontra una diminuzione mag-
giormente accentuata nella parte centrale della zona inferiore; al contrario, le fasce 
esterne inferiori rappresentano i picchi più alti 
Si esaminano ora le modifiche che subiscono le curve di livello al variare del pa-
rametro h, che stabilisce il livello di lisciamento della curva stimata. Per il grafico 
in Figura 4.3 (a) tale valore è stato fissato dal programma pari a  1 2 0.898 h h = = ; 
le rappresentazioni in Figura 4.4 riportano le differenze che si registrano dimi-
nuendo (h=0.5) e aumentando (h=1.2) il valore assegnato al parametro di liscia-
mento. 
Figura 4.4 Curve di livello della stima della mediana tramite la regressione locale con due variabi-
li esplicative espresse dalle coordinate dei punti che localizzano i pozzi, fissando h=0.5 (a) e h=1.2 
(b). 
Nei grafici sopra riportati si riconosce lo stesso andamento di fondo riscontrato in 
Figura  4.3  nonostante  in  (b)  le  curve  presentino  minori  fluttuazioni  dovute Stima del parametro dei gradi di libertà tramite regressione locale 
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all’aumento del valore di h e in (a) la stima risulti più accurata (h più basso). In 
quest’ultimo pannello, a differenza degli altri, le curve sono più aderenti al com-
portamento dei dati ed è possibile individuare più punti di massimo nella parte 
centrale della zona considerata, evidenziando con maggiore precisioni le oscilla-
zioni riscontrate nella Figura 4.3 (b). 
Si conclude che il parametro che indica i gradi di libertà della t asimmetrica risulta 
un fattore discriminante per individuare la distribuzione che segue meglio l’anda-
mento dei dati osservati per ogni pozzo; infatti, note le coordinate che lo localizza, 
si può conoscere se il parametro assume valore sufficientemente alto per poter ap-
prossimare la distribuzione alla normale asimmetrica. 
4.4  Stima della mediana tramite regressione 
locale 
Come già eseguito durante l’analisi della distribuzione normale asimmetrica, si 
vuole capire se esiste un’associazione tra la localizzazione dei pozzi e la relativa 
mediana, indice di posizione utilizzato per sintetizzare la variabile analizzata in un 
unico valore per ogni pozzo, utilizzando il metodo della regressione locale. 
Pozzo  Mediana    Pozzo  Mediana 
1  -0.525    14  -0.734 
2  -0.805    15  -0.960 
3  -0.590    16  -1.215 
4  -1.091    17  -2.273 
5  -1.102    18  -1.543 
6  -0.974    19  -1.445 
7  -0.933    20  -1.218 
8  -0.742    21  -1.559  
9  -1.734    22  -1.014 
10  -0.867    23  -0.697 
11  -1.792    24  -2.526 
12  -1.790    25  -1.190 
13  -0.968    26  -0.966 
Tabella 4.4 Mediana delle osservazioni registrate per ogni pozzo. 
Confrontando i risultati sopra riportati con quelli riportati in Tabella 3.13, per al-
cuni pozzi i valori coincidono; tale situazione si verifica in corrispondenza dei Capitolo 4 
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quali  la  stima  di  n   è  risultata  sufficientemente  alta  per  rendere  valida 
l’approssimazione della distribuzione t asimmetrica alla normale asimmetrica 
Visto il rilevante numero di pozzi la cui stima del parametro dei gradi di libertà 
tende a  ¥, non stupisce la notevole somiglianza dei grafici sotto riportati con 
quelli ottenuti nell’analisi svolta nel paragrafo 3.5. 
In Figura 4.5 (a), partendo dalla parte inferiore del grafico, si riscontrano stime 
che in valore assoluto decrescono fino alla fascia centrale, punto da cui crescono 
nuovamente man mano ci si avvicina alla costa del Porto di Ponente. Questa si-
tuazione è confermata dal grafico in (b) in cui le stime risultanti presentano forma 
parabolica con concavità verso il basso e il vertice è in corrispondenza alla parte 
centrale della zona esaminata.  
Figura 4.5 Curve di livello (a) e grafico prospettico (b) della stima della mediana tramite la re-
gressione locale con due variabili esplicative espresse dalle coordinate dei punti che localizzano i 
pozzi. 
Di seguito si verificano le modifiche che subiscono le curve di livello al variare 
del parametro h che stabilisce il livello di lisciamento della curva stimata. Come 
nel caso appena esaminato ci si aspetta risultino rappresentazioni grafiche molto 
simili a quelle già analizzate per la normale asimmetrica  
Per i grafici sopra riportati il valore di questo parametro è stato fissato dal pro-
gramma pari a  1 2 0.898 h h = = ; le rappresentazioni in Figura 4.6 riportano le dif-
1 x  
2 x
Mediana 
1 x  
2 xStima della mediana tramite regressione locale 
75 
ferenze che si registrano diminuendo (h=0.5) e aumentando (h=1.2) tale valore. 
Per meglio valutare i grafici, le stime risultate negative, verranno trattate in valore 
assoluto. 
Nel pannello di sinistra (valore di h più piccolo) si riconosce lo stesso comporta-
mento riscontrato per h=0.898, ma è possibile identificare due punti di massimo 
nella parte inferiore del grafico da cui le stime decrescono spostandosi verso il 
vulcano e verso l’alto. La fascia centrale rappresenta ancora la zona con stime più 
basse, ma a differenza delle considerazioni fatte in precedenza, in essa vengono 
raggruppati in maniera a sé stante i pozzi collocati in essa. Spostandosi invece 
verso la costa del Porto di Ponente le curve di livello indicano stime con valori 
crescenti. 
Le stesse considerazioni vengono fatte anche per il pannello di destra, anche se i 
due massimi non risultano ben distinti come in quello di sinistra e nella fascia 
centrale vengono raggruppati i pozzi rivolti verso la costa del Porto di Levante. 
(Si ricorda che queste conclusioni riferiscono alle stime considerate in valore as-
soluto). 
Figura 4.6 Curve di livello della stima della mediana tramite la regressione locale con due variabi-
li esplicative espresse dalle coordinate dei punti che localizzano i pozzi, fissando h=0.5 (a) e h=1.2 
(b). 
Dai  risultati  ottenuti  si  può  affermare  che,  come  per  la  normale  asimmetrica, 
l’asse delle ordinate, indicatore della vicinanza dei pozzi al vulcano, è elemento Capitolo 4 
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importante  per  capire  per  ognuno  di  essi  la  distribuzione  che  segue  meglio 
l’andamento della variabile e i valori assunti da questa nel descrivere il rapporto 
tra catione calcio e anione solfato. 
4.5  Stima della mediana tramite verosimiglianza 
locale 
Come affrontato nel paragrafo 3.6, analizzando la stima della mediana tramite il 
metodo della regressione locale si ignora la natura della variabile considerata. Per 
rimediare a questa problematica è necessario applicare il meccanismo della vero-
simiglianza locale ottenuta tramite l’applicazione di pesi alla log-verosimiglianza 
nella forma 
[ ] 1 2 01 02 1 01 1 2 02 2 , , ,
1
( ) ( ) ( ; ) ( ; )
m
i i i h h x x
i
l l w x x h w x x h J J
=
= - - ∑  
dove  ( , , , ) J x w a n = . Massimizzando la log-verosimiglianza rispetto a  J  si ot-
tengono le stime dei parametri della distribuzione t asimmetrica del pozzo di co-
ordinate  0 x .  
Dopo aver creato una funzione per il calcolo della verosimiglianza pesata, si con-
frontano i valori dei parametri stimati per ogni pozzo con questo procedimento e 
tramite la funzione mst.mle utilizzata nel paragrafo 4.1. 
Come per la normale asimmetrica, dalle tabelle riportate è possibile verificare che, 
nonostante l’effetto del parametro di lisciamento sia stato in gran parte annullato 
ponendo h=0.1, l’aggiunta di pesi alla log-verosimiglianza produce differenze nel-
le stime dei parametri; in particolare le variazioni si registrano per pozzi che non 
si presentano in posizione isolata rispetto agli altri (per la localizzazione si fa rife-




(a) Parametri stimati tramite verosimiglianza locale ponendo h=0.1.
             (b) Parametri stimati tramite la funzione mst.mle.   
Tabella 4.5 Riassunto dei valori ottenuti tramite i due metodi di stima considerati. 
Pozzo  x   w   a   n  
1  -0.5904  0.2223   3.698x10
-1  3.516 
2  -0.7703  0.1508  -2.588x10
-1  1.672 
3  -0.3576  0.3527  -2.076  6.421x10
5 
4  -1.3412  0.3281   2.050  2.074 
5  -1.2260  0.3350   4.705x10
-1  2.598 
6  -1.2196  0.3654   3.201  1.312x10
4 
7  -1.3372  0.5991   4.066  1.133x10
4 
8  -0.1821  0.8244  -3.593  4.443x10
1 
9  -1.8789  0.4159   4.899x10
-1  2.856x10
4 
10  -0.8941  0.1245   2.651x10
-1  2.917 
11  -2.0325  0.4131   1.182  5.974x10
3 
12  -1.7114  0.3095  -3.098x10
-1  3.199 
13  -0.9701  0.1385   2.119x10
-2  1.182x10
5 
14  -1.1147  0.5649   3.564x10
2  ¥  
15  -0.8537  0.1792  -1.136  7.857 
16  -1.4479  0.3554   2.012  2.691x10
5 
17  -2.0235  0.3663  -2.136  9.946 
18  -1.7094  0.3165   9.233x10
-1  1.655x10
4 
19  -0.7062  1.0961  -1.824x10
4  ¥  
20  -1.2173  0.1184  -9.036x10
-3  1.519 
21  -1.7982  0.3546   3.563  2.839x10
4 
22  -0.8960  0.1764  -2.527  1.025x10
4 
23  -0.9297  0.2695   3.713  1.432 
24  -2.2628  0.3842  -1.335  2.218 
25  -1.5090  0.5117   1.481  1.285x10
4 
26  -0.9676  0.2328   1.001x10
-2  4.221x10
3 
Pozzo  x   w   a   n  
1  -0.5943  0.2271   2.649x10
-1  3.413 
2  -0.7778  0.1598  -8.990x10
-2  1.720 
3  -0.6238  0.2437   5.669x10
-2  6.081x10
5 
4  -1.3412  0.3281   2.050  2.074 
5  -1.2260  0.3350   4.705x10
-1  2.598 
6  -1.2196  0.3654   3.201  1.049x10
5 
7  -1.3372  0.5993   4.067  8.624x10
5 
8  -0.1821  0.8244  -3.593  4.443x10
1 
9  -1.7242  0.3895  -2.789x10
-2  7.220x10
5 
10  -0.8941  0.1245   2.651x10
-1  2.917 
11  -2.0217  0.4065   1.111  3.070x10
6 
12  -1.7114  0.3095  -3.098x10
-1  3.199 
13  -0.9788  0.1390   9.957x10
-2  7.002x10
5 
14  -1.1113  0.5435   1.504x10
1  2.587x10
1 
15  -0.9120  0.1390  -4.637x10
-1  4.280 
16  -1.4499  0.3564   2.055  7.847x10
5 
17  -2.0235  0.3663  -2.136  9.946 
18  -1.6842  0.3042   7.535x10
-1  4.058x10
6 
19  -0.2479  1.1567  -1.332x10
2  2.003x10
2 
20  -1.2173  0.1184  -9.033x10
-3  1.519 
21  -1.7982  0.3546   3.562  4.733x10
4 
22  -0.8961  0.1763  -2.520  2.194x10
3 
23  -0.9297  0.2695   3.713  1.432 
24  -2.2628  0.3842  -1.335  2.218 
25  -1.5090  0.5118   1.481  1.659x10
5 































































































































































































































































































































































































77 Stima della mediana tramite verosimiglianza locale 
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durante l’analisi della normale asimmetrica (pag.53), la stima non viene limitata ai 
punti osservati ma la si estende ad una griglia posizionata in un intervallo che ri-
copre i ventisei punti osservati; successivamente, tramite la verosimiglianza loca-
le, sono stati stimati i parametri della distribuzione per ogni punto di intersezione 
nella griglia (400 punti). Infine, per la rappresentazione grafica, sono state dise-
gnate le curve di livello della mediana relativa alle stime calcolate secondo diversi 
livelli di lisciamento. 
Si procede, quindi, analizzando le differenze che si riscontrano nella stima della 
mediana tramite la verosimiglianza locale e la regressione locale variando il valo-
re del parametro di lisciamento. 
Figura 4.7 Curve di livello della stima della mediana tramite la verosimiglianza locale (a) e re-
gressione locale (b) con due variabili esplicative espresse dalle coordinate dei punti che localizza-
no i pozzi, fissando h=0.6. 
Questi grafici presentano notevoli somiglianze con quelli riportati in Figura 3.16 
(a-b). Come riscontrato nel paragrafo precedente, l’elevata numerosità di pozzi in 
cui n ®¥  spiega le similarità che si ottengono analizzando la distribuzione t a-
simmetrica rispetto alla normale asimmetrica. 
Per verificarlo si esaminano i principali indici di posizione che riassumono i valori 
assunti dalle stime dei gradi di libertà. 
Minimo 1°Quartile Mediana  Media  3°Quartile  Massimo 




Tabella 4.6 Caratteristiche dei valori assunti dalle stime dei gradi di libertà ponendo h=0.6. 
(a)  (b) Capitolo 4 
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L’intervallo in cui si estendono le stime è molto ampio e ciò spiega perché media 
e mediana assumono valori così diversi. Il valore basso della media indica la pre-
senza di stime di gradi di libertà che tendono a infinito ma il valore della mediana 
fa presupporre che le stime così alte non siano molto numerose.  
Se si pone n =30 come soglia per individuare quando è possibile approssimare la 
distribuzione t asimmetrica alla normale asimmetrica, 91 stime su 400 risultano 
superarla e quindi rendere valida tale approssimazione. 
Le medesime conclusioni valgono anche per h=1 come dimostrano i grafici e la 
tabella sottostanti. 
Figura 4.8 Curve di livello della stima della mediana tramite la verosimiglianza locale (a) e re-
gressione locale (b) con due variabili esplicative espresse dalle coordinate dei punti che localizza-
no i pozzi, fissando h=1. 
Minimo 1°Quartile Mediana  Media  3°Quartile  Massimo 




Tabella 4.7 Caratteristiche dei valori assunti dalle stime dei gradi di libertà ponendo h=1. 
Aumentano il valore del parametro di lisciamento le curve di livello seguono in 
maniera meno dettagliata i dati osservati rispetto al caso precedente. Le rappresen-
tazioni grafiche però assomigliano molto a quelle in Figura 3.16 (c-d) e la simila-
rità alla normale asimmetrica è confermata dalle caratteristiche dei valori assunti 
dalle stime dei gradi di libertà. 
(a)  (b) Stima della mediana tramite verosimiglianza locale 
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Aumentando il valore del parametro di lisciamento si traggono le medesime con-
clusioni sia per le rappresentazioni grafiche che per le stime dei gradi di libertà. 
Figura 4.9 Curve di livello della stima della mediana tramite la verosimiglianza locale (a) e re-
gressione locale (b) con due variabili esplicative espresse dalle coordinate dei punti che localizza-
no i pozzi, fissando h=1.2. 
Minimo 1°Quartile Mediana  Media  3°Quartile  Massimo 




Tabella 4.8 Caratteristiche dei valori assunti dalle stime dei gradi di libertà ponendo h=1.2. 
Figura 4.10 Curve di livello della stima della mediana tramite la verosimiglianza locale (a) e re-
gressione locale (b) con due variabili esplicative espresse dalle coordinate dei punti che localizza-
no i pozzi, fissando h=1.5. 
(a)  (b) 
(a)  (b) Capitolo 4 
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Minimo 1°Quartile Mediana  Media  3°Quartile  Massimo 
1.338    2.218     5.296    8.102    11.740    52.850  
Tabella 4.9 Caratteristiche dei valori assunti dalle stime dei gradi di libertà ponendo h=1.5. 
Nonostante all’aumentare del parametro di lisciamento le stime dei gradi di libertà 
assumano valori compresi in intervalli sempre più piccoli, rimane alta la somi-
glianza con i grafici ottenuti durante la stima della mediana tramite verosimiglian-
za locale nell’analisi della distribuzione normale asimmetrica. 
In tutti i grafici è possibile suddividere la zona considerata tre in parti a seconda 
dell’andamento delle curve. Quella in cui si riscontrano maggiori differenze ri-
spetto alla stima tramite regressione locale è quella inferiore, nella quale i punti di 
massimo vengono individuati in maniera differente.  
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Capitolo 5                                       
ANALISI DELLA VARIABILE IN 
PERIODI DI ATTIVITÀ ANOMALA 
DEL VULCANO 
Dopo l’ultima eruzione nell’isola, verificatasi dal 1888 al 1890, si sono riscontrati 
vari periodi di attività anomala del vulcano. Incrementi termici, attività sismiche e 
geochimiche furono registrati nel 1978; nel 1980 le attività fumaroliche del crate-
re subirono importanti cambiamenti sia nell’estensione dell’area che nel numero 
di fumarole. Un apparente episodio di agitazione si verificò nel 1985 e 1987-1988, 
aumentando il rischio di ripresa dell’attività eruttiva.  
Dato che è nota la data in cui è stato effettuato il campionamento, espressa in me-
se e anno nell’arco temporale tra giungo 1977 e novembre 1994, è possibile veri-
ficare se vi è una forma di relazione tra la variabile oggetto di studio e i periodi di 
attività anomala del vulcano.  Capitolo 5 
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5.1  Analisi grafica 
Una prima analisi prevede la rappresentazione grafica dei valori del log-rapporto 
tra calcio e solfato di ogni pozzo sotto forma di serie temporale in cui vengono e-
videnziati i periodi sopra citati. In questo modo si vuole esaminare se è possibile 
riscontrare un andamento sistematico per tutti i pozzi nelle date indicate.  
Figura 5.1 Pozzi 1-4 Serie temporale della variabile analizzata mettendo in evidenza i periodi di 
attività anomala del vulcano. 
 Analisi grafica 
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Figura 5.1 Pozzi 5-10 Serie temporale della variabile analizzata mettendo in evidenza i periodi di 
attività anomala del vulcano. Capitolo 5 
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Figura 5.1 Pozzi 11-16 Serie temporale della variabile analizzata mettendo in evidenza i periodi di 
attività anomala del vulcano. Analisi grafica 
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Figura 5.1 Pozzi 17-22 Serie temporale della variabile analizzata mettendo in evidenza i periodi di 
attività anomala del vulcano. Capitolo 5 
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Figura 5.1 Pozzi 23-26 Serie temporale della variabile analizzata mettendo in evidenza i periodi di 
attività anomala del vulcano. 
Nei grafici riportati vengono evidenziati con una linea tratteggiata gli anni in cui 
sono state registrate attività anomale del vulcano. Analizzando ogni pozzo in tali 
periodi, però, non è possibile identificare un andamento sistematico univoco dei 
valori assunti dalla variabile in ognuno di essi, ma per alcuni i valori della variabi-
le incrementano e per altri diminuiscono.  
Visto che esaminare il rapporto tra calcio e solfato negli anni indicati non ha por-
tato a utili conclusioni, lo si analizza nei periodi che precedono e seguono gli anni 
evidenziati. Anche in questo caso, però, nei valori assunti dalla variabile non è 
possibile identificare un andamento specifico. Analisi grafica 
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L’analisi grafica svolta porta a concludere che il comportamento del rapporto stu-
diato non sembra essere influenzato dai periodi di attività anomala del vulcano. 
5.2  Stima della mediana tramite verosimiglianza 
locale  
Questo metodo di stima è già stato utilizzato nei capitoli precedenti, sia durante 
l’analisi della distribuzione normale asimmetrica che della t asimmetrica. Si vuole 
ora estendere tale meccanismo per verificare se la data di campionamento (t1) in-
fluisce sui valori assunti dalla variabile: oltre alle coordinate che localizzano il 
pozzo la log-vero-simiglianza viene moltiplicata anche per un peso calcolato in 
base alla distanza temporale da una data fissata (t0) nella forma  
[ ] 1 2 01 02 1 01 1 2 02 2 1 0 3 , , ,
1 1
( ) ( ) ( ; ) ( ; ) ( ; )
j n m
ij i i h h x x
i j
l l w x x h w x x h w t t h J J
= =
 
= - - -  
 
∑ ∑  
A tale proposito si mettono a confronto i cambiamenti che subisce la stima della 
mediana in una data in cui è stato registrato un rischio di ripresa di attività erutti-
va, ottobre 1985 ( 0 85 10/12 85.8333 t = + = ), e in una data lontana dai periodi a-
nomali elencati, ottobre 1992 ( 0 92+10/12=92.8333 t = )
9.  
Per verificare l’effetto della data di campionamento  1 h  e  2 h , valori del parametro 
di lisciamento per il calcolo dei pesi in base alla distanza delle osservazioni da  0 x , 
assumono valore costante ( 1 2 1 h h = = ) mentre si fa variare  3 h ; in questo modo per 
commentare i grafici che seguono e analizzare le differenze delle stime al cambia-
re del grado di lisciamento imposto, si confrontano i grafici che seguono con quel-
lo riportato in Figura 3.16 (c-d).  
                                                 
9 Per calcolare i pesi in base alla distanza temporale, t e t0  vengono espressi nella forma an-
no+mese/12. Capitolo 5 
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Figura 5.2 Curve di livello della stima della mediana tramite verosimiglianza locale calcolando la 
distanza temporale dall’ottobre 1985 (grafico di sinistra), e dall’ottobre 1992 (grafico di destra), 
fissando h3=0.2 (a-b), h3=0.4 (c-d), h3=0.6 (e-f). 
(a)  (b) 
(c)  (d) 
(e)  (f) Analisi grafica 
91 
Figura 5.2 Curve di livello della stima della mediana tramite verosimiglianza locale calcolando la 
distanza temporale dall’ottobre 1985 (grafico di sinistra), e dall’ottobre 1992 (grafico di destra), 
fissando h3=0.8 (g-h), h3=1 (i-l). 
Confrontando i grafici riportati con quello in Figura 3.16 (c-d) è possibile notare 
come quest’ultimo rappresenta una situazione intermedia tra le due esaminate ora 
ma l’andamento di fondo delle curve di livello in tutti e tre i casi è il medesimo. 
Questi risultati portano a confermare le conclusioni fatte nell’analisi grafica in cui 
la  data  di  campionamento  non  sembra  essere  elemento  per  identificare  i 
cambiamenti nei valori assunti dalla variabile oggetto di studio. 
(g)  (h) 
(i)  (l)  
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CONCLUSIONI 
In questo progetto sono state analizzate misurazioni su campioni d’acqua prelevati 
da pozzi dell’isola di Vulcano. è stato considerato il log-rapporto di due compo-
nenti principali dell’acqua, il calcio e il solfato. Non avendo a disposizione ele-
menti informativi che consentano di formulare un modello statistico di riferimento 
per rappresentare in maniera semplificata il rapporto  ( )
2 2
4 ( )/( ) ln Ca SO
+ -  in prima 
istanza è stata effettuata un’analisi preliminare grafica. Da questa è emerso che la 
densità dei dati di ogni pozzo ha forma a campana, che richiama la distribuzione 
normale, ma con la presenza di asimmetria. Una distribuzione che soddisfa tali re-
quisiti è la normale asimmetrica. Dopo avere confermato che tale distribuzione è 
adeguata per spiegare il fenomeno d’interesse, tramite il meccanismo della regres-
sione locale è emerso che sia il parametro che regola la forma che i valori assunti 
dalla variabile sono fattori discriminanti per i pozzi: note le coordinate del punto 
si riesce ad identificare il segno dell’asimmetria e la mediana dei valori assunti 
dalla variabile. Tramite il metodo della verosimiglianza locale, invece, si è verifi-
cato come l’aggiunta di pesi alla log-verosimiglianza modifichi le stime dei para-
metri della distribuzione in base alla distanza dei punti osservati e tenga conto del-
la loro fittezza.  
Oltre alla normale asimmetrica anche la distribuzione t asimmetrica risulta ade-
guata a soddisfare i requisiti emersi durante l’analisi preliminare. Stimando i pa-
rametri di tale distribuzione emerge un numero elevato di pozzi i cui gradi di li-
bertà  permettono  l’approssimazione  alla  normale  asimmetrica.  Approfondendo 
questo aspetto tramite la regressione locale è emerso che tale parametro è fattore  
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discriminante per individuare la distribuzione che segue meglio i dati (note le co-
ordinate del pozzo è possibile individuare se il parametro dei gradi di libertà della 
relativa  distribuzione  assume  valore  sufficientemente  alto  per  poter  effettuare 
l’approssimazione alla normale asimmetrica).  
Anche in questo caso, tramite il metodo della verosimiglianza locale, si è verifica-
to come l’aggiunta di pesi alla log-verosimiglianza modifichi le stime dei parame-
tri della distribuzione in base alla distanza dei punti osservati.  
Si può così concludere che la distanza dei pozzi dal vulcano influisce sul rapporto 
tra catione calcio e anione solfato: la localizzazione di ognuno di essi permette di 
determinare la distribuzione che meglio segue l’andamento dei dati, il segno del 
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